SUR CERTAINES EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES*

PAR

N. E. NORLUND

I

1. Pour abréger nous désignerons la différence du premier ordre avec
Iintervalle  par le symbole A\
(-]

F(x4 w)—F(x)

®

A F(x) =

et 1a moyenne entre les valeurs d'une fonction dans les points x et x + w par
le symbole

F(z+w0)+F(x)
3 .

V F(z)=

Soient w,, wy, ..., w, des nombres positifs quelconques. Je définis la différence
d’ordre » par 'équation

A Flz)= A ("le F(x))

©g.. .0, ©, \03...0,_

et la moyenne d’ordre n par 1’équation

Jre=g (5 )

n 1000y g

n
En particulier, si o, = w3 = ... = 0w, = w, j’écris plus brievement /A F(zx)
n ()

et V F(z). On a done

w® % F(x) =a§(—l)"_'(’:)F(x+sm),

8=n

on ? F(x) =":,;(1:)F(x+sm).

* Presented to the Society, April 28, 1923.
13
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Dans ce mémoire je vais étudier les solutions des deux équations suivantes

1) A F(x)= (),
2) . Vma(x) =@ (x),

n

@ (x) étant une fonction donnée qui, pour z > a, admet une dérivée continue
d’un certain ordre, soit d’ordre m, telle que

limante piml(x) =0,

r—>%0

& étant un nombre positif aussi petit que I'on vent. Ces deux équations ad-
mettent évidemment une infinité de solutions. Parmi elles j'en distingue une
que j'appelle la solution principale et je me borne & étudier cette
solution particuliere. On obtient la solution la plus générale en ajoutant
A la solution principale une fonction quelconque 7 (x) qui satisfait & Yéquation

An(x)==0,

respectivement & 'équation
Va(x)=0,

[ATIN
Posons pour abréger

N =s0,+s0+ " +spon

et considérons la série & n entrées
T 8.+ n —_
@) 2 I(—1) T (g4 Q)T TETY,

la sommation étant étendue & toutes les valeurs entiéres, non négatives de
81,82, 4., 8y, Cette série converge* évidemment pour toute valeur positive
de 7 et nous allons démontrer que la somme de la série tend uniformément
vers une limite quand le nombre positif 4 tend vers zéro. Cette limite
représente, pour x > @, une fonction continue de x, soit Gp(z|w,, wg, ..., ©,),

* En effet, la condition que nous avons imposée & la fonction ¢ (x) entraine qu’on sait

trouver un nombre positif p tel que lim L:v) =0.

xr—>w
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et I'on vérifie sans peine que cette fonction satisfait & 1’équation (2). On
aura donc

@) Gn(z| 0y, 0p, ..., 05) =lm 2 (—1)ts+ag (24 Q)e 7=

7]-—)0

et cette solution sera par définition la solution principale de I'équation (2).
D’une maniére semblable je définis la solution principale de 1’équation (1) que
je désignerais par Fiy (x| o, wg, ..., ;). En donnant & » successivement les
valeurs 1, 2,3, ..., on obtient ainsi deux suites de transcendantes nouvelles:
F,, F;, F;, ... d'une part et Gy, Gz, Gs, ... d’autre part. Le but de ce
mémoire est de mettre en évidence les propriétés les plus importantes de
ces transcendantes en les considérant comme des fonctions de x et de
Wy, @y, ..., 0y, J'ai déjd consacré un mémoire* étendu & I'étude du cas
n =1 et j’ai fait récemment un historiquet complet de la théorie des équations
aux différences finies. En renvoyant le lecteur & cet historique je me borne
4 mentionner ici qu’un cas particulier de I'équation (1) a été étudié par Barnes.}

SUR UNE FORMULE SOMMATOIRE

2. Dans ce qui suit nous ferons souvent usage de certaines séries multiples.
Précisons d’abord ce que nous voulons entendre par une série convergente.
Considérons la série & n entrées

®) 20 (s1, 8, -0 80),

la sommation étant étendue A toutes les valeurs entiéres non négatives de
8,8, ...,5:. Cette série est convergente si la somme

=Py SH=Dr H=n

© 2'“2 2(]’(31,82,.-.,81.)

=0 5=0 $=0

* Mémoire sur le calcul aux différences finies, Acta Mathematica, vol. 44 (1923),
pp. T1-211.

+ Sur Vétat actuel de la théorie des équations aux différences finies, Bulletin des
Sciences Mathématiques, sér.2, vol.44 (1920), pp.172-192, pp. 200-220; Neuere Unter-
suchungen iiber Differenzengleichungen, Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften,
IIC 7 (1923).

1 E. W. Barnes, Genesis of the double Gamma Functions, Proceedings of the London
Mathematical Society, vol.31 (1900), pp. 358-381; The theory of the double Gamma
Function, Royal Society Philosophical Transactions, vol. 196 A (1901), pp. 265-387;
On the theory of the multiple Gamma Function, Transactions of the Cambridge
Philosophical Society, vol. 19 (1904), pp. 374-425. Voir aussi G. H. Hardy, On the
expression of the double Zeta-function and double Gamma-function in terms of elliptic
JSunctions, Transactions of the Cambridge Philosophical Society, vol. 20 (1905),
pp. 1-85.
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tend vers une limite quand les entiers p,, ps, ..., pn tendent simultanément,
mais indépendamment I'un de 'autre, vers l'infini, et cette limite s’appelle la
somme de la série. De méme considérons l'intégrale

oo [*

J I...J q’(fl,fg,.o-,tn)(ltl dfg..-(ltn,

0 0 0

@ étant continue pour les valeurs positives des variables. Cette intégrale est
convergente si I'intégrale

Dy s e

ltn...J dtgj q’({l, f~_a, ceny tn)dtl
0

(
0 0
tend vers une limite quand p,, ps, ..., p, tendent vers I'infini simultanément,
mais indépendamment I'un de l'autre. Plusieurs auteurs* ont adopté une
autre définition qui est telle que toute série (intégrale) multiple, qui converge,
est absolument convergente. Il n’y a pas lieu de s’'imposer cette restriction.t
Les séries (intégrales) qui convergeut, sans étre absolument convergentes,
peuvent rendre des services considérables en analyse et il n’y a aucune raison
pour ne pas en tirer parti.

Si dans 'expression (6) on fait tendre d’abord p,, puis py,... et enfin p, vers
I'infini, on obtient la série n fois itérée

00 0 00
2"“2 2(p(6‘|,6‘g,.‘.,9);).
$,=0 83=08=0

Il convient de remarquer que cette série est essentiellement distincte de la
série (5), la convergence de 'une n’entraine pas nécessairement la convergence
de I'autre.

Dans le but de démontrer que I’expression (3) tend vers une limite quand
7 — 0, je commence par déduire une certaine formule sommatoire qui pourra
d’ailleurs aussi rendre des services quand il s’agira d’étudier si une série
multiple converge ou non.

* Voir par exemple Jordan, Cours d’Analyse, 2¢ édition, vol. 1, p. 302; vol. 2, p. 78.
t Cf. les remarques de Pringsheim, Miinchener Sitzungsberichte, vol. 27 (1897),
pp. 139-141, et de Hardy, Messenger of Mathematics, ser. 2, vol. 32 (1908), pp. 92-97.
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Soit £,(x) le polynome d’Euler* c’est-a-dire le polynome qui satisfait
a 1'équation

E(z+1)+E, (z)=22".
Soit E,(x) une fonction qui satisfait & ’équation
E(e+1)+ E,(z)=0
et qui est égale an polynome E,(x) dans l'intervalle 0 <z < 1. Soit p(2)

une fonction qui admet une dérivée d’ordre m qui est absolument continue
dans l'intervalle z <z<x+1.

On aurat
1
<P E,(h 7
M opz+h)= Z; —»#Vw"’(x)—i}f—%%,iﬂqﬂ’”‘“’(m-#]—t)dt,
y= . s .

h étant un nombre tel que 0< A< 1. C'est ce qu’on voit aisément en intégrant
par partie dans le dernier terme au second membre.

Plus généralement soit E™(z) le polynome d’Enler d’ordre n, c¢’est-d-dire
le polynome qui satisfait & I’équation

@®) \ EM(z) =2".

@y
Soit ¢(x) un polynome quelconque dudegré m. On a alors la relation identique!

y=m E‘:") } n
w(x+h)=2—-—,£'—) V ¥ (),

y=0 . ©y...0,

h étant un nombre quelconque. Quelle pourra étre la différence entre le
premier et le second membre de cette équation si la fonction ¢ () cesse d’étre

* Au sujet des polynomes d’Euler et des polynomes de Bernoulli voir: Mémoire sur les
polynomes de Bernoulli, Acta Mathematica, vol. 43 (1920), pp. 121-196. Dans les pages
suivantes nous nous servirons souvent des résultats obtenus dans ce. mémoire.

T Mémoire sur le caleul aux différences finies, Acta Mathematica, vol. 44 (1923), p. 88.
L'équation (7) a été indiquée, sans terme reste, par Euler dans le cas particulier 5=0. Elle
a 6té retrouvée par Oettinger (Die Lehre von den aufsteigenden Functionen, 1836, p. 44) et
plus tard par Boole et on la désigne quelquefois comme la formule sommatoire de Boole.

{ Acta Mathematica, vol. 48, p. 156.

2
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un polynome? Pour le voir je définis, de la maniére suivante, une fonction
que je désigne par E™ (x| w,, s, ..., w,) ou plus brievement par E™(z).
Cette fonction doit satisfaire & ’équation

©) % EM(z)=0

@y .0y

et I'on a en outre dans l'intervalle 0 <z < o, 4wy 4 - - -+ o,
() )
Evn (wl"’h”-’mﬂ): -E:” (a"“’l,'-”“’ﬂ)'

La fonction est uniquement définie, pour toutes les valeurs réelles de x, par
les deux conditions que nous venons de lui imposer. Elle est continue
& Yintérieur de l'intervalle 0 <z < w,+wg+ -+ o,. Si »=>0 elle est
encore continue dans le point x = w, + wy+ - - - + w,. En effet, la fonction
est définie dans ce point par 1'équation (9), oli I’on pose z = 0. Mais comme
le second membre de 1’équation (8) tend vers zéro avec = notre fonction prend
la méme valeur que le polynome d’Euler dans le point en question. Elle est
par conséquent continue dans ce point. Cela posé considérons 1’équation (9)
et faisons varier x en partant du point x = 0. On obtient successivement,
pour toutes les valeurs réelles de x, la valeur de la fonction E’f"’ (z) comme
une somme de 2% —1 fonctions continues. Notre fonction est par conséquent
continue partout, si » > 0. Mais cela n’est plus vrai si » = 0 parce que le
second membre de 1'équation (8) se réduit & un. Il en résulte que la fonction
E;"’ () est discontinue dans le point 2 = O et par conséquent dans une infinité
d’autres points que nous énumérons plus loin.

Nous allons indiquer quelques propriétés importantes de la fonction E™ (z).
On aura

(10) E™ (o 4wy 4o+ og—z) = (—1) E™(2), (v>0).

Car des propriétés du polynome d’Euler* il résulte que cette relation est vraie
dans l'intervalle 0 <2 < @, 4 w3+ + - - 4+ w,s. En outre la moyenne ni®™e de
la fonction au premier membre est égale & zéro. C’est ce qu’on voit en
remplagant = par — x dans 1'équation (9). La relation (10) subsiste donc pour
toutes les valeurs réelles de . On voit de méme que

dEM™ (z)

11) S

= VE’:'i)l(x), (»>0).

* Acta Mathematica, vol. 43, p. 157.
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Car cette relation est vraie dans l'intervalle 0 <z < @+ wy+ -+ - 4+ w, et
les deux membres ont leur moyenne ni®™® égale & zéro. Elle est donc vraie
partout. Si » = 0 la dérivée cesse d’exister dans une infinité de points.
E™(z) est done, si » > 0, une fonction continue de  qui admet des dérivées
continues des ordres 1,2,...,»—1. Elle admet en outre une dérivée
d’ordre » qui est discontinue dans une infinité de points.

La fonction E (x) satisfait & 1'équation

12) V E®(2) = E" (x|, 05, ..., 05_1).

Car des propriétés du polynome d’Euler il résulte que cette équation est vraie
dans lintervalle 0<zx<w,+ w3+ *+++ wyn_y. Et, par définition, les
moyennes (n — 1)mes des fonctions am premier et au second membres de
I'équation (12) sont nul. Ces deux fonctions sont donc égales pour toutes les
valeurs de x. _

Considérons en particulier le cas » = 0. La fonction E, (x| w,) est définie
par les conditions

E) (z+w) =—E," (2),

EP(z)=1, Osz<a).

Elle est égale & + 1 ou & —1. Elle est donc continue sauf dans les points
z=0,+w,+2w,... ol elle passe de =14 F1.

Considérons la fonction E,>’ (z|w,, ). Par définition elle est continue
dans l'intervalle 0 <z < w,+ o4 et I'on aura

E® (24 0y)+ B (2) = 2B (| @).

11 en résulte que notre fonction est discontinue dans les points p; w;, + p;w@,,
et py étant des entiers positifs, et elle y fait un saut brusque égal
A 4(—1)s 2+l En général, elle est continue dans les points p, »; et dans
les points psws. De plus notre fonction est discontinue dans les points
— py 0, — Py 0y, Py €t py 6tant des entiers non négatifs, et elle y fait un saut
brusque égal & 4(—1)»+#, Dans tout autre point la fonction est continue.

Par voie d'induction on démontre que la fonction E{™ (2| ay, ..., @), qui
est égale & un dans lintervalle 0 <z < oy + w3+ - - + w,, est discontinue
daas les points p, @, + py oy + - + « 4 pnwy de telle maniére que

E (proy+progt o+ paont+0) —E” (pray +proy + - -+ paosn— 0)

= M™(— 1)p.+p.+. --+p.+n—l’

2*
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D1y Pay + - - 5 Pn €tant des entiers positifs. Et elle est discontinue dans les
points — p, w; — pywg — - - - — pr 0y, de telle maniére que

E™M(—pyoy, — py oy — -+ - —ppon+ 0)— Eg (— pyo, — pywg— -+ —pp 09— 0)
= o (— 1)ptmt.. o

D1y D3y +++» Dn 6tant des entiers non négatifs. Dans tout autre point la
fonction est continue et elle est constante dans tout intervalle limité par deux
points de discontinuité consécutifs.

S'il arrive que ¢ des points susdits viennent coincider dans un point nous
comptons ce point comme un point de discontinuité ¢'*'® et dans un tel point
le saut est ¢ fois plus grand que dans un point simple.

Ce fait se présente en particulier si tous les nombres o,, w,, ..., @, se
réduisent & un. En ce cas on sait trouver une expression bien simple de notre
fonction. Je dis qu'on a

)”_

18) B () = 2—,_2 By o@Dz —1) (2 —2)-- - (z—n).

En effet, en appliquant 'opération \V aux deux membres de I'équation (13)
il vient
V EMP(z) = EM ().

D’autre part, des propriétés des polynomes d’Euler* il résulte que 1’équation (13)
est vraie dans l'intervalle 0 < x << 1. Par voie d’induction on démontre
alors qu’elle est vraie pour toutes les valeurs de x.

De cette équation il résulte en particulier que

E;’H-l)(:t) —_ (_”_!2)”(3;.—. 1)(:3—-2)---(x—n)E_'o(x)-f-f(x),

Jf (@) étant une fonction continue de z. On voit donc que la fonction E.* ()
est discontinue dans les points x =n,n+ 1,2+ 2,... et dans les points
z=0,—1,—2,—3,...etil n'y a pas d’autres points de discontinuité.
Si p est un entier positif, nul ou négatif on aura

E™ ™ ov— (— {wtn—1o8@— 1D (@—2).--(p—n+1)
E; (p+0) E.f @—0)=(—1ptn-12n 1-2:3-(n—1)

* Acta Mathematica, vol. 43, p. 188.
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Ce résultat est en accord avec celui que nous venons de trouver dans le cas
général.

Comment se comporte la fonction E,"™ (x| w,, ws, ..., w,) quand |z| tend
vers l'infini? Si les w; satisfont & certaines conditions cette fonction reste
comprise entre des limites finies. Je me borne & indiquer une limite supérieure
du module de la fonction, valable quels que soient les ;. On a d’abord

e n-t _
(— 1P E®(z+ pyos) = E () — 2;7)(— 17 B (x4 swg|oy).

Comme E’f.”(ac) est périodique et bornée on en conclut que

E? (2| wy, wy)

x

reste comprise entre des limites finies quand || tend vers 'infini. En tenant
compte de 1’équation (12) on démontre par voie d’induction que

EP (2|0, ..., 08)

an—1

reste comprise entre des limites finies quand |x| tend vers l'infini. Il arrive
que cette expression tend vers zéro mais ce n’est pas toujours le cas. Par
exemple si tous les w; se réduisent & un I'équation (13) montre que E ™ (z) est
de la forme

EM(z)
T = n(z)+&(x),
n(x) étant une fonction périodique et bornée, qui n’est pas identiquement
zéro, &(x) étant une fonction qui tend vers zéro quand x tend vers I'infini.

3. Cela posé, soit ¢(2) une fonction qui admet une dérivée continue d’ordre
m-1dans intervalle  <z< x+ ;4 w3+ - - - + w,, et considérons V'intégrale

" = n—1
0

cee @y g
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h étant un nombre situé dans lintervalle 0 <’ h <o, +w;+---4 w,. En
intégrant par partie on trouve, si m >0,

n(n) n—1 (n) n—1
Q(n)_ (7) En (h+ n) v (P(m)( )— (’) v (p(m)(x_{_w")

m m—1 2 «m! o, 1! ©;.. -
mais cette relation peut s’écrire
(n) h) n n l)(] ) n—1
[ .
(15 =gy —=m 1) AL )+ B Vo gmia).
[ T S

Si n =1 le dernier terme au second membre se reduit & zéro parce que

EP (b4 0,)+ EP(h) = 0. Posons
(16) B (@)= @V +Qn "+ -+ Q)

On aura en vertu de I’équation (15)

n) n
E(";nsh) vm (p(m)(x).

©y...0,

R(n)(x)_R(ﬂ) 1( )

Par conséquent

v—mE£7l) } n
(Y] K3 (x) = R (z) — 2—% V ¢ ().

m
y=—1 . Wy ...0,

Il nous reste & évaluer R‘”)(x) Dans ce but considérons 'intégrale Q(”' et
supposons pour un moment que 0 <k < w;. Sin > 1, la fonction E'(”)(h +1)
est constante et égale & 1 dans l'intervalle d’intégration. On trouve par

conséquent
n—1

(18) " — V¥ 9lz)— Vmgp(:c).

Wg...0,

Mais cette équation n’est plus vraie si » = 1. La fonction E’f,”(h+ t) est
en effet discontinue dans le point { = w; — % qui est situe dans l'intervalle
d’intégration. En tenant compte de ce fait on trouve

(19) = — V P(z)+ p(z+h).
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De ces équations on déduit la valeur de Rf,”’(x):

n

20 RM(x)= Q@M +Q" V4. + Q"= — V@) +p(z+h).

Nous venons de supposer que 4 est situé dans l'intervalle0<i < wo,. Si’
croit et sort de cet intervalle, les relations (18) et (19) cessent d’étre vraies.
Les fonctions EV(h+1), ..., B (h+¢t) deviennent en effet discontinues
dans un nombre fini de points situés dans les intervalles d'intégration. Mais
en se reportant & ce que nous avons dit dans le paragraphe précédent on
vérifie sans peine que les termes qui proviennent de ces discontinuités se
détruisent mutuellement de sorte que 1’équation (20) reste vraie pourvu que
0Sh<o +wg+---+ w,.

Substituons maintenant 1’expression (20) dans 'équation (17). On trouve la
formule que j’avais en vue

(ﬂ)( ) n

V ¢ (z)+ B (=),

@y, 0y

1) @ (z+h) —2

w0 h<w + w3+ ---+ o,. Soit en particulier 2 = 0, il vient*

yv=m /(")

(22) plz)= 2 — qu><”>(x)+R‘,,:"(x),

v=0 »! y“’l

oll

p=n p) p—1
@3) RYV(x) = —}2 fE( W77 pmt1(z 4wy, — 1) dt.

!
m: w0,

Mais si I’on pose h =4 (@, + @y + - -+ 4 @,) on trouve

T e T e _y=m E(”) > 2v) (n)
24 "’(””“L 2 )_g) (2»)!2“.,0,7:( () F B

* Nous avons supposé que les w; sont des nombres positifs parce que la fonction
E (x| oy, ..., o) n'est définie qu'en ce cas. Mais dans I'équation (22) la fonction E E(x)a
été remplacée par le polynome d'Euler et 1'on n’a plus besoin de faire cette hypothése. La
démonstration que nous venons de donner de I'équation (22) reste valable quand on donne aux
variables @, @, , wy,..., wa des valeurs complexes quelconques pourvu que la dérivée p(™+1) ()
reste continue pour les valeurs qui entrent en considération.
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olt

(25) pn E;p; o - -|-am) »
(M) — — ! V @Em+D (z+ wp—t) dt.
.Rzm(l‘) %pg f 27"‘”' ©g...0, ? + ?

4. Le premier terme au second membre de I’équation (21) est une fonction
symétrique des parametres o, , ws, ..., o,; il faut donc qu'il en soit de méme
du reste, mais l'expression de Rm’ (x) que nous venons de trouver est
apparemment asymétrique et pour cette raison peu commode dans certaines
applications. On peut écrire le reste sous une autre forme qui est quelquefois
préférable mais on doit alors faire une nouvelle hypothése relativement a la
fonction ¢. Supposons que la dérivée ¢™+1)(2) est continue, pour z >z, et

que l'intégrale

(26) fE*,,?’(— 0P (2 + £ dt
0

converge.* Dans ces conditions je dis qu'on a

n) - n
@7) R, (2) fE( f: 4 LV, et dt.
. !
De la convergence de I'intégrale (26) il résulte d’abord que toutes les intégrales

[+
fE,‘,f’(—t)w‘"‘“)(ert)dt (P=1,2,...,n)

convergent pour z > x. Sin = 1 I'équation (16) se réduit &

[0 _ 1) .
R i) = —~,}f Ep, (h::'"’x t) Pm+D (z 4+ 1) di.
0

Mais puisque

V EQ(z) =0,

* Cette intégrale est en particulier absolument convergente si lim a*+€gm™+0 () = 0,
€ étant un nombre positif. x>0
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cette équation peut s’écrire comme il suit:

1)
R} (z) = fE( (k+wl PmED(x+t)de
1)
+1}fE( (h+"’1 tp"""’l)(x-{-t)dt
0

P 1)
+%fEKm Z‘T__L) ¢(m+l)(x+t)dt‘
(]

On aura donc

1)
RO )._.fE( (h—9 V #m0Gdt.

L’équation (27) est par conséquent vraie si 2 = 1. Supposons que cette
équation est vraie si n = p—1. Nous avons vu que

Ry @ = Q'+ By ().

On a done
©p
=0)) 4y p—1
EP(z)= —y | En (";f‘,"”’ Y gmi(ztat
S 100 Wp—g
F@—V p—1
e 0p—y

Mais puisque

V EP (z) =E3 V(x),

on en déduit

p—1
EP(z) = f Ext ("“‘“L“’P) P (1) di

(1),_1

(Dp_. 1

(p)
+*J‘ EZ (h—' ) o gm0 (x4 1) dt.
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11 en résulte que

EL(h—1t) &

R;‘:)(x) = m!

em+) (24 ¢)dt, c.q.f. d.
0 Or

5. Je vais donner une seconde démonstration de la formule fondamentale (21).
Cette démonstration est plus simple que celle qui précéde mais elle est en
revanche moins générale. Je suppose maintenant que la fonction ¢ (x) et ses
dérivées des m + 1 premiers ordres satisfont aux égalités

lim z* e @p®(x) =0, (v=0,1,2,...,m+1)

&r—>x

¢ étant un nombre positif. Supposons comme plus haut que
O0<h<wytwyt .-+ o,

et considérons l'intégrale (27) qui évidemment a un sens. En intégrant par
partie on trouve

E(ﬂ) h n
R™(z) = B, (z)— —%lw‘ym“¢<m>(x>.
En répétant cette opération m fois il vient

u=mE§”) h n
(28) R:’)(x)=R;")(x)—21———-;,(—) V o¥(x).
y= . Wy... Wy

Il nous reste & évaluer I'intégrale

00

B (z) '———fﬁ';”)(h—t) % @ (z+1t) dt.

4.
0

Lafonction E ™ (h—¢) est discontinue dans les points ¢ = h+s,w, +s3@g+++++Sntwn,
ou les s; sont des entiers non négatifs, et elle n’admet pas d’autres points
de discontinuité dans lintervalle d’intégration. Elle est d’ailleurs égale
a une constante dans tout intervalle qui ne renferme pas de point de dis-
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continuité. En tenant compte de ce que nous avons dit des discontinuités
dans le paragraphe 2 on voit que cette intégrale est égale &

(29) R:)n)(«'r):: . v (P(SL')—l- 2”2(_1)81‘{‘3:'+‘...+8“ v ¢(J)+h+&)

IR,

o 'ont a posé

Q=350 +s05+ - +spon.

Dans cette série la sommation est étendue & toutes les valeurs entiéres, non
négatives de s,, 83, ..., s, La série est évilemment absolument convergente
parce que

lim 2" € @ (x) = 0.
Tr—> 00
Pour trouver sa valeur remarquons qu'on a
Si=py—1 &= Sp= pn'“l n
S f —pyr et V ¢(w+<9-)-— V e,

8 =0 S3=0 P1Og,y ... P, 0,

D1y P2y .y Pn 6tant des entiers positifs impairs quelconques. En faisant
tendre ces entiers vers I'infini il vient

n
S(—1ptettn UV g(z+8)=2"p(a),
L’équation (29) se réduit par conséquent a
n
R (x)=— V o¢(@)+o@+h).

En substituant cette expression dans 1’équation (28) on trouve la relation
suivante

v_.m,E(n)

n n)
patn =3 2 V 9 )+fE( th— Jr V Pt dt.

y=0

6. Cette formule peut nous donner une régle de convergence qui n’est pas
sans intérét. Considérons la série & n entrées

(30) 2(—1p ot the 4 Q),
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la sommation étant étendue & toutes les valeurs entiéres, non négatives de
81,83,++4,5n. Supposons que la fonction ¢ (x) tend vers zéro quand x augmente
indéfiniment et qu’elle admet, pour 2 = a, une dérivée continue d’un certain
ordre, soit d’ordre m, telle que

81) lim z*+¢ ™ () = 0, (6>0).

T—> 0

Je vais démontrer que la série (30) converge uniformément pour x >a. En
effet, soit » un nombre tel que 0 <h < ;4 w,+ -+ 4 w,. Nous avons vu
qu’on a

y= m-—lE(”)( l) n

(n)
Pt =2 V ¢ )+jE"‘ “”1),” V g (a0 dt.

ST )

On en déduit la relation suivante

”—l D y 1
32 2 Z Zo(_‘l)sr‘—sﬂ—m-"s"P(x+h+ﬂ)
y=m—1 1(n) (n) n
= E," (h) (v) fE"‘ 1(h— (m)
—V=O v! Py w0y,. tpnmqn) (x)+ (m—l) plwlyvvpﬂ(‘?i‘ (x+ t)dt’

D1y P2y -+, Pn 6tant des entiers positifs impairs quelconques. Si un ou plusieurs
des nombres p; sont pairs on trouve une relation analogue, mais un peu plus
compliquée, que nous nous dispenserons de reproduire. Il s’agit de démontrer
que le second membre de I’équation (32) tend vers une limite quand tous les p;
tendent vers l'infini indépendamment I'un de I'autre. L’intégrale au second
membre peut se décomposer en une somme de 2" intégrales dont I'une est
égale &

_ E(”)l(h "
(33) f(m_l) ¢ (z+ 1) dt,

pendant que les autres sont de la forme

(n)l(h t)

(34) P=2" , —m—11

™ (x+p+t)dt,
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p étant un nombre qui tend vers I'infini quand tous les entiers p; tendent vers
P'infini. On aura, pour ¢ >0,

| B (h—1t)| < O,

C étant upe constante. Il résulte donc de I’équation (31) qu’on sait trouver
une constante C, telle que

=] 0

=14t dit G 1
I . AR C _—— = ——,
|P|<010 (x+p+t)n+e< lo (x+p+t)l+6 I3 (x+p)'

¢ étant positif on conclut de cette inégalité que les intégrales (34) tendent
uniformément vers zéro. L’intégrale au second membre de I'équation (32) tend
donc uniformément vers l'intégrale (33) quand les p; augmentent indéfiniment.

Cela posé, rappelons le théoréme suivant, dii & Hardy et Littlewood*: Si la
fonction f(x) tend vers zéro, quand x — oo, et admet une dérivée d’ordre m,
qui est continue et bornée, alors les dérivées d’ordres inférieurs & m tendent
nécessairement vers zéro quand x —> o0 .

De nos hypothéses relativement & la fonction ¢ () il résulte donc que

lim ¢ (2) =0, »=0,1,2,...,m).

x>0

Le premier terme au second membre de I'équation (32) tend donc oniformé-
ment vers une limite quand les p; augmentent indéfiniment. La série (30) est
par conséquent uniformément convergente et ’on aura

2n2(_ 1ptat. tap(z+ )

v—m—lE(ﬂ)(h)
= 2 —

y=0 v!

»)
o) (z h)+fEf»—1(l)' o™ (24 ) dt,

On voit ainsi que la série (30) converge par exemple dans le cas suivant

P(e)=— 1 R(8)>0,

(logzy’
et cela quel que soit y. Mais si R(8) = 0, la série’converge pourvu que
R(y)=>0.

*Proceedings of the London Mathematical Society, ser. 2, vol.9 (1911),
pp. 437-438; ser. 2, vol. 11 (1913), pp. 422-423.
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Dans une série multiple on peut effectuer la sommation d’une infinité de
maniéres. Nous avons choisi celle qui est la plus naturelle, mais il convient
de remarquer que, si ’'on adopte une autre méthode de sommation, les con-
ditions de convergence changent entiérement & moins que la série ne con-
verge absolument. Considérons par exemple la série (30) et supposons pour un
moment que tous les nombres w; se réduisent & 1. Il parait naturel de trans-
former la série en une série simple de la maniére suivante. On a évidemment

(_1)81+3:+-..+3”¢(x —*_ 8 +sz —‘_. . -+. s”)

88+ +8,3p
_SUs+1)(s+2).--(s+n—1)
= 123 (n—1)

(—1y e (xz+s).

Dans le premier membre la sommation est étendue & toutes les valeurs entiéres,
non négatives de s;,8;,..., 3, qui vérifient I'inégalité s, + s +--- 45, < p.
Faisons tendre I’entier p vers I'infini. 11 vient

Z( -—l)"+"+m+”"¢ (x+8+sg+ -} s0)

8,...,8,=0,1,2...
_Ss+1)(s42) - (s+n—1)
=2 133 o (—1rete),

§=0

pourvu que la série au premier membre soit absolument convergente. Mais
s'il n’en est pas ainsi cette égalité n’a pas lieu, en général. Soit par exemple

w(:v)=-$§-

Nous venons de voir que la série multiple au premier membre converge, si
A> 0. Mais pour que la série simple au second membre converge il fant que
B8>mn—1. On peut aussi transformer la série (30) en une série n fois itérée.
Admettons comme plus haut que les w; soient des nombres positifs quelconques.
Reprenons I'équation (32) et faisons tendre d’abord p,, puis ps,... et enfin p,
vers l'infini. Le second membre tend vers une limite et vers la méme limite
que dans le cas ol ces nombres tendent simultanément vers I'infini. La série n

fois itérée
B3 (B—imtrrtug @t a)

5,=0' 8,=028=0

est donc convergente, si @ (x) satisfait aux conditions énumérées au com-
mencement de ce paragraphe, et cette série a la méme somme que la série
multiple (30).
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7. Les polynomes d’Euler figurent comme coefficients dans la série
suivante*:
g _3 E""(h)
(771 41)(e7 7 +1)...(e7 7 +1) y=0

(—9).

Si l'on arréte la série au second membre & un certain terme on peut trouver
une expression bien simple du terme complémentaire. En effet, posons dans
I'équation (21)

¢ (z) = €777,
# étant un nombre positif. On aura

n

V ¢(@) = 27 (—q) e (@O 1) (€D (D),

En substituant ces expressions dans I’équation (21) on trouvera

e—yh 9"
(e141) (€™741)... (e ™1+1)

4 (n) °°Em) h
=y§ ”( —1)+(— f B=h) nea.
=0 0

De cette relation on peut déduire un lemme qui nous sera utile plus loin. En
développant le premier membre suivant les puissances de 4 on obtient

[

""(h—t) ~ & Elmii(R) ,
f et = 2

0
Dérivons p fois par rapport & 4, il vient

~ 5 (n) )
(k-—t) — Ey—i—m+p+1(h) (V+P)! v
T e =S G

0

*Acta Mathematica, vol. 43, p. 184.
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L’intégrale au premier membre converge pour 7 > 0 et diverge pour g = 0.
Elle représente, pour 4 > 0, une fonction analytique de 7 qui est holomorphe
dans le point 4 = 0. L’intégrale tend donc vers une limite quand le nombre
positif 4 tend vers zéro et I'on trouve

“‘-_ '
lim fE,‘;"(h—t)tve-v'dt=———”'—""—E‘”’ ().

~—>0 (m+P+1)' mtpt

[

LA SOLUTION PRINCIPALE Gn(2)

8. Ces préliminaires posés je vais démontrer l'existence de la fonction
Gn(z| @y, oy, ..., wy) définie par I'équation (4). Soit @ (x) une fonction
qui, pour z = a, admet une dérivée continue d'un certain ordre, soit d’ordre
m+1, telle que
(35) lim z"te@pm+D(z) =0,

>0
¢ étant un nombre positif. Considérons la série (3). Cette série converge pour
toute valeur positive de 4 car de I'hypothése que nous venons de faire il
résulte qu’'on sait trouver une constante ¢ telle que

(36) | ¥ () | < cam, (v=0,1,2,...,m),

quelque grand que soit xz. Cette inégalité est en particulier vraie pour » = 0.
La série (3) converge donc uniformément quand x reste dans un intervalle
fini quelconque a < x < b. Faisons tendre le nombre positif y vers zéro.
Je veux démontrer que I'expression (3) tend uniformément vers une limite que
je désigne par Gy (| wy, wg, ..., wa). Reprenons la relation

y=m E(”) h
fla+h) =2 ( )

y=0

" ™,
v f(v)(x)+fE (h t) v f(m-H)( +t)dt

Soient p,, ps, ..., pn des entiers positifs impairs quelconques. Remplagons «
par - 81 et donnons aux s; les valeurs 0,1, 2, ..., pi—1. En ajoutant
ensemble toutes les équations ainsi obtenues on trouvera

Pa—1 1l pm—1
37 > X 2 (—1)* ot f et B+ Q)
84=0 =0 8=0

% S V(x4 t)dt.

pl @00y Py O

Vo f

=0 7! P,0,...,P 0,

'SREP() 2 , EY (h—1)
Oe)+ f LS
0
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Posons f(z) = @ (x) ¢ 7* et faisons tendre les entiers p,, ps, ..., pn vers
Pinfini. 11 vient

(38) 2n2(_ 1 )8:+Sa+---+s,‘p (z+h+ ‘Q) &N @ttt

y=m E,(m h OSE'(”) h—t
= (—)“Dilfp(w) e 7] +J_1”(”72'“‘“)“1);”+1[‘P(w+t)e_”‘”+°]dt-
0

y=0 !

On le voit aisément en tenant compte de I'inégalité (36). En effet le premier
terme au second membre de I’équation (37) est composé d’'un nombre fini de
termes de la forme

C Pzt Q) 1=,

C étant une constante. Et ces termes tendent vers zéro quand §1 augmente
indéfiniment. I intégrale au second membre de I’équation (37) peut se décom-
poser en un nombre fini de termes de la forme

[+
Q=0 f E® (h—1) ) (z+ L+ £) e 10 gy,
0
Mais on aura

% oo
|Q|<01 f tn—l (x+ O+t 7 N @+ dt<C, f tm+n—1 T
>+8

0

et la derniére intégrale tend vers zéro quand §) tend vers linfini, 4 étant un
nombre positif fixe. Cela posé, faisons tendre 7 vers zéro dans I’équation (38).
On trouvera

y=m n)
v

(39) Gu (z+h) =2

y=0

AT WM
(k) w"’(x)—irf————E'” f:, Y ™ (z4t) dt.
0

y!

En effet on aura

o0 .3
lim | EP(—t) ™ (2t t) e 10t = f EXh—t) 9™ V(e +t)dt
0

7—>0
0

8



34 N. E. NORLUND [January

et cela uniformément dans lintervaue a < « < b parce que l'intégrale au
second membre est convergente. Posons

®
P, _ f )(h ) (m+1—y) (x_'_ t) e—n(z‘-l-t)dt,
0

L’équation (39) est établie si I'on peut démontrer que

lim Py=0, »=1,28,...,m+1).

7—>0

11 résulte de I’équation (35) que les dérivées de ¢ (x) sont de la forme
o"H(2) =, (2)+p, (2), =12 mt1),
p, (x) étant un polynome de degré » —1 et , (x) étant une fonction continue

de .c telle que
lim 2™y, (2) =0,

x—> 00

& étant un nombre positif. On a donc

oo
P=1 f ED (h— )y, (a+ e 0t
° -]

+19 f ED (h—t)p, (x4 t)e 1= ¢,
0

Dans le paragraphe 7 nous avons démontré que l'intégrale
o0
f 2 (h—t) 7 dt
0

tend vers une limite finie quand 4 tend vers zéro. Comme p, () est un poly-
nome le dernier terme au second membre tendra uniformément vers zéro
quand 7 tend vers zéro. Considérons I'autre terme. On sait trouver une con-
stante C telle que



1923] EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES 35

7 f Ey (h—t) ¢, (z+1) e‘”‘”*"dt'
0

-] -]
< c,,'f 71 P e g < O f Pie ot e,
x

0

De cette inégalité on conclut que P, tend uniformément vers zéro avec 7. Nous
avons ainsi démontré que le second membre de 'équation (4) tend vers une
limite uniformément dans l'intervalle a < x < b. Cette limite est donc une
fonction continue de 2 qui admet un développement de la forme (39). On
vérifie immédiatement que la fonction G (x) est une solution de I'équation (2).
En effet en appliquant I'opération VV aux deux membres de I'équation (4) on
trouvera o

V Gn(z| @y, @y,..., op)
W

=1im2" 7 2/ (1)t tp(rts 0yt tonog wpg) € TEH O 1)),
n—>0"

c’est-d-dire que
\Y, G”(xl Wy ..,y Op) = G”—l(x| @py e uey Onot).
[

On en conclut que

2
V Gn (z | @yyeeey wn) = Gn-3(z l.“’l; ceey On_3),
gy Op—3

-1
v Gn(xlwl‘,..., wn) == Gl (xlwl)’
g, .. Oy

et puisque
Y G (x| @) = @(x)

on trouvera enfin

n
V GQu(z|ay,...,00) = @ ().
©y. .. 0p

8
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1I.
EXTENSION DE LA FORMULE SOMMATOIRE D’EULER ET DE MACLAURIN

9, Je vais maintenant établir une certaine identité qui nous sera utile dans
I’étude des solutions de I'équation (1). Soit B, («) le polynome de Bernoulli,
c’est-a-dire le polynome qui satisfait & 1’équation

B,(z+1)—B,(x) = va2*!

Soit B, (x) une fonction périodique avec la période un qui, dans I'intervalle
0 <z <1, est égale au polynome de Bernoulli B, (). Soit A un nombre tel
que 0 < k< 1. La formule sommatoire d'Euler et de Maclaurin peut s’écrire
comme il suit

x+1

() ¢(x+h)=f¢(t)dt+2 N " z)+ R,
oll )

1 _
@) R,=— W(pm’(m-{-l—ﬂdt.

0

On sait que cette relation est trés utile quand il s’agit d’évaluer certaines
séries & entrée simple. Je vais déduire une relation analogue mais plus géné-
rale qui peut servir & évaluer certaines séries multiples. Soit B (z) le poly-
nome de Bernoulli d’ordre 7, on aura*

y=m (’l)( B) »

™ (x4 h) —2 A (),

@ (x) étant un polynome quelconque du degré m + n et cp(") () étant sa dérivée
d’ordre ». En changeant .a peu les notations cette identité peut s’écrire

y=m ﬂ) h
pl@t+h) =2 ”

y=0

-1
fdtl f dty-- f P @+ oyt + wgtyt---+ 0, 8 )dt,,.
0

* Acta Mathematica, vol. 43, p. 163.
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Il va sans dire que ces équations cessent d’étre vraies si la fonction ¢(x)
n’est pas un polynome. Et si 'on faisait tendre m vers l'infini on trouvera
dans la plupart des cas une série divergente. Mais je vais démontrer que le
terme complémentaire de cette série s’exprime aisément par les dérivées de
@ (z) sous une forme analogue & ’expression (2).

Dans ce but je définis une fonction BS” (x| @y, ..., ®,) comme la solution
de I’équation

3) A B (x)=0

(]

qui, dans l'intervalle 0 S x <, + w3+ .-+ o, est égale au polynome de
Bernoulli B (| wy, ..., ®,):

@ B® (@)= B" (z), (0za<w+wi+- +wn).

D’abord la fonction est uniquement définie, pour toutes les valeurs réelles
de x parlesdeux conditions que nous venons delui imposer. Nous distinguerons
trois cas suivant que »Zn. Si» <n la fonction se réduit au polynome de
Bernoulli car ce polynome satisfait & Yéquation (3). En ce cas Péquation (4)
subdiste donc pour toutes les valeurs de . Si » == on voit d’abord que notre
fonction est continue dans le point x = o, 4+ wy+4- - -+ w,,. En effet elle est
définie dans ce point par 1'équation (3), ol I'on pose x = 0. Le polynome de
Bernoulli satisfait & 1’équation

®) A BP@)=v(r—1)..-(v—n+ 12"

4%

et le second membre de cette équation tend vers zéro avec z. Notre fonction
prend donc la méme valeur que le polynome de Bernoulli dans le point en
question. Elle est par conséquent continue. Cela posé, faisons varier x, dans
I'équation (3), en partant du point z = 0. On obtient successivement, pour
toutes les valeurs réelles de z, la valeur de la fonction BS”(x) comme une
somme de 2"—1 fonctions continues. Notre fonction est par conséquent
continue - partout si » >n. Mais cela n’est plus vrai si » =n parce que le
second membre de I'équation (5) se réduit & n!. Il en résulte que 14 fonction
BY"(x) est discontinue dans le point x =0 et par conséquent dans une
infinité d’autres points que nous énumérons plus loin. _

Des propriétés du polynome de Bernoulli il résulte que la fonction B (x)
satisfait aux trois relations suivantes
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(6) B (04 w3+ -+ -+ on—z) = (— 1)’ B (), (vZmn),
Q) A Ein)(x) = VEE,”_:D(Q; | @y, wg, ..., 0n_y1),

IB@)
® dz vB,” (x), (v n).

On le démontre par un raisonnement presque identique a celui du paragraphe 2.
Par exemple, la derniére équation est par définition vraie dans l'intervalle
0<z<o,+ ws+ -+ on et les deux membres ont leur différence nidme égale
a nul. Elle est donc vraie pour toutes les valeurs de #. Si » = n la dérivée
cesse d’exister dans une infinité de points. BY” (x) est donc, si » > n, une fonc-
tion continue de x qui admet des dérivées continues des ordres 1,2,...,»—n—1.
Elle admet en outre une dérivée d’ordre » — »n qui est discontinue dans une
infinité de points.

Considérons en particulierle cas »=n. La fonction l—?(l” (x| ,) est périodique
avec la période w,. Elle est toujours continue, excepté pour les valeurs de z
de la forme pes, ot elle fait un saut brusque égal & — w,, c’est-a-dire qu’on a

Ei”(pwl +0) —E;D (po;—0) = — o,

p étant un entier positif, négatif ou nul.
Cela posé, considérons la fonction BY (x| w,, w,). Elle est, par définition,
continue dans l'intervalle 0 < z < w, + w; et I'on aura

B (z+4 w) — B, (z) = 20, B (| wy).

11 en résulte que la fonction E‘:’ (x) est discontinue dans les points p; @, + p, w,,
Py et ps étant des entiers positifs, et elle y fait un saut brusque égal & — 2w, w,.
En général, elle est continue dans les points p, ; et dans les points p,w,.
De plus la fonction est discontinue dans les points — p, w; — psw,, p; et py
étant des entiers non négatifs, et elle y fait un saut brusque égal & 2w, w,.
Dans tout autre point la fonction est continue.

A T'aide 1ie la relation

B” (z+ w,)—B" () = nw, B* Y (z)
n n n n—1



1923] EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES 39

on démontre par voie d’induction que la fonction BS (| w,, @,,...,w,) est
discontinue dans les points py @, + pyw; -+ - - - + p, @, de telle maniére que

E,(:.)(Pl y +Pa"’s +-- ~+p,,w,.+0)-—1§f:') (proy+ psog+- - ‘+P,.‘",.—‘0)

= _'n! Wy Wg (0”,
D1, Day -« -, D, 6tant des entiers positifs. Et elle est discontinue dans les points
—p1@; — pywyg— .- —p o, de telle maniére que

‘E.'('”)( PPy —p,w,~+0) '_Eg‘)(—l’lwx—?a wy—:+-—p,0,—0)

— (—1)”7&! W 0y Wy,

D1, Ps, - -+, P, 6tant des entiers non négatifs. Dans tout autre point la fonction
est continue.

S'il arrive que ¢ des points susdits viennent coincider dans un point nous
comptons ce point comme un point de discontinuité ¢*'® et dans un tel point
le saut est ¢ fois plus grand que dans un point simple.

Considérons en particulier le cas ou tous les nombres w,, wy,..., w, se
réduisent & un. En ce cas on peut donner une expression remarquable de
notre fonction. Je dis qu'on a

v! & (=1 Ey—n-}-a (z)
nly—n—1)y= s! v—n-s

© B @)= Dix—1)@—2)---(x—n).

En effet, en appliquant 'opération /\ aux deux membres de cette équation
il vient
A Ef,”'“’(a:) = »B®, (z).

D’autre part des propriétés des polynomes de Bernoulli* il résulte que
I’équation (9) est vraie dans l'intervalle 0 <x <'1. Par voie d’induction on
démontre alors qu’elle est vraie pour toutes les valeurs de .

De I'équation (9) il résulte en particulier que

BY(z) = n(z—1)(z—2)- - (@—n+1) B () + f(2),

* Acta Mathematica, vol. 43, p. 188.
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S(x) étant une fonction continue. On voit donc que la fonction Ef:' ) (x) est
discontinue dans. les points x = n,n+1,n+42,... et dans les points
z=0,—1,—2,—3,... et il n'y a pas d’autres points de discontinuité.
Si p est un entier positif, nul ou négatif on aura

B (p+0)—B, (p—0) = —n(p—1)(p—2)--- (p—n+1).

Ce résultat est en accord avec celui que nous venons de trouver dans le cas

général.
_ 11 est facile de trouver une limite supérieure du module de la fonction
B{" (x| w,, wy,...,w). Sin=1 lafonction est périodique et bornée. Si

n = 2 on aura

1
B (z+pwy) = B (x)+ oy ”25,(,21 (x+ swy | 0,).
8=
La fonction
B ()
x

reste donc comprise entre des limites finies quand |x| tend vers l'infini. Par
voie d’induction on démontre qu’'on sait trouver une constante positive K
telle que

|-§:’n)(x I Wiy eeey "’”)l <K‘|xln—-l

quelque grand que soit [z|. On peut vérifier I'exactitude de ce résultat sur
I’équation (9). Il résulte, en effet, de cette équation que B () est de la forme

B
AN

7 (x) étant une fonction périodique et bornée, qui n’est pas identiquement
zéro, ¢(x) étant une fonction qui tend vers zéro quand |x| tend vers I'infini.

10. Cela posé, soient m et » deux entiers positifs et supposons que la
fonction @(z) admet une dérivée continue d’ordre m -+ 1 dans l'intervalle
zZz2Zz+ o+ w3+ ...+ ws. Considérons l'intégrale
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@y E(”) (h+ t) n—1
(”’ —_—— | Ik " T (m-+1) —
10 Qmi ,,f CE EIR A
h étant un nombre tel que
(11) 0<h<o+wg+-:-+ wn.

En intégrant par partie on trouve

1 BY (h‘l""n) n1

e e NI

nm n-1
1 Bm(h) A m) ({D+ (O)n).

" oon (m-l-n)! og.s m,_,

Mais en tenant compte des propriétés de la fonction B (x) on pent écrire cette
relation comme il suit:

E‘"’ n B(”-l) n—1
(12) Q(n) — (:) (”7:::0;;3 (m (g )_|_(_"‘;*'_1'¢1))!6.A“%1¢(m)(x)._

Si n =1 le dernier terme au second membre s’annule parce que
B®(h+ w,) = B2 (k).

Je dis maintenant que le terme complémentaire de la formule que j'ai en vue
est de la forme

(13) RBp@)=Qu+ @+ + Q.
En effet, de I'équation (12) on déduit d’abord que

BR, () *

(14) BR. (@) =B @) — (s A 9™ (@),
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Par conséquent on aura

" my 37 Brin(h) .
(15) Bl@) =Rl@) — Z G5 ..A.. I @.

11 nous reste & évaluer R‘l")(x). Dans ce but supposons pour un moment que
0 <h<w,. L'équation (12) est encore vraie si m =0 et n>1. Mais ce
n’est plus le cas, si m =0 et » = 1, car la fonction Bf’(h + ¢) est discontinue
dans le point { = w,—#h qui est situé dans l'intervalle d’intégration. En
tenant compte de ce fait on trouve au lieu de (12) I'équation suivante

(16) W = QP — B (h) A (2)+ @(z+h).

Par conséquent, si m = 0, I’équation (14) doit étre remplacée pa la suivante

""(h) n

(17 R (z) = RY (2)— A (p(:z:) +@(x+h).

Nous venons de supposer que 0 < h< w,. Faisons maintenant croitre 2
mais de sorte qu’il reste toujours dans l'intervalle (11). Alors les fonctions
B”(h+1) (s=1,2,...,n) deviennent discontinues dans un nombre fini de
points situés dans les intervalles d’intégration. Il en résulte qu’on doit modifier
les équations (12) et (16), si m = 0. Dans les seconds membres de ces
équations il surgit un nombre fini de termes provenant de ces discontinuités.
Mais en se reportant & ce que nous avons dit dans le paragraphe précédent
on vérifie sans trop de peine que ces termes se détruisent mutuellement de
sorte que I'équation (17) reste vraie quel que soit # dans V'intervalle (11). En
intégrant n fois par partie dans 1’expression Rf,") () on trouvera enfin

v-—n—lB(") B
R (z)= (#) f dt, f dty - f O) (@4 wy tyt - + w,t,) dt,.

En rapprochant cette équation aux équations (17) et (15) on obtiendra la
relation suivante
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y= n-lB(")( ) !
18) p(z+h)= > J t, f dty-- f«p")(w+th1+ Fo,t)dt,

y=0

'SP B A
+ 2 a2 P @+ B,

ol I'on a posé

BY (k1) 7
(n) — Tmdpt 1 (m—+1) —
a9 R, (x) — = w,,f m+p)! ml{}m’_lw "D(z+ wp—t)di.

C’est la formule que j’avais en vue; pour n» =1 elle se réduit a la formule
sommatoire d’Euler. Si 'on fait tendre & vers zéro et si ’on remplace en méme
temps ¢ (x) par f™(z) notre relation prend la forme*

yv=m—1 "

@) fT@) = 2 ()
Opyy
p=n—l B(,ﬁ:.);.p(t) 2w
-2 f RO (.,,A.f (@ + wpi1— 1) dt,

m étant un entier plus grand que n.

11. Chaque terme dans le développement (18) est une fonction symétrique
de w, wy, ..., wn, le terme complémentaire sera donc aussi une fonction
symétrique de ces variables mais cette propriété n’apparait pas dans l’ex-
pression (19). Je vais donner une seconde expression du reste ou la symétrie
est mise en évidence. Posons

B™ (h+z—t
P, ()= —f "‘+(""(1+4:)! ) g™ (o td) at.
]

* Nous avons supposé que les w; étaient des nombres positifs. Mais on peut ici faire la méme
remarque que dans la note de page 17. L’équation (20) reste vraie si les w; sont des nombres
complexes quelconques et la démonstration précédente s’applique sans modification.
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En intégrant par partie on trouvera

B(”) E(") h
(n) (Z)—P(")( )___ (m—l—n()') (p("‘)(.’l:+z)+—"("&’;‘l_'(_n%ﬂ¢('")(w).

n
Appliquons aux deux membres de cette équation I'opération A out A porte
sur la variable 2. Il vient

B(”){-n (h) n

A P‘ N (2) = AmP(,:)(z) CET A qp("”( +2).

En faisant tendre z vers zéro et en raisonnant comme plus haut, on voit que
le terme complémentaire de la série (18) peut s’écrire sous la forme

1) R, (2) = L‘..A.m.P n )(Z)L

oit 'on a posé z = 0 dans la différence d’ordre n.

Dans certaines applications de la série (18) il parait plus avantageux de
se servir d’'une d’autre expression du terme complémentaire; mais cette
expression demande upe nouvelle hypothése relativement & la fonction ¢ (2).
Admettons que la dérivée p™+1(2) est continue pour z = z, et que I'intégrale

oo
(22) f B (— 1) 9™ (24 1) dt
1]
converge.* Dans ces conditions on aura

R pm g n
(23) Bpi() = f B—;‘jnlf:‘n—)!tl%g St
0

* L'intégrale (22) est en particulier absolument convergente si l'on a

lim 2™ ¢™(2) = e>0.

x—»ro0
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On le démontre aisément par voie d’induction. En effet de la convergence de
I'intégrale (22) il résulte d’abord que toutes les intégrales

o0

fBZ’,L,,(—) mtD(z+1t) dt, (»=1,2,...,n)

0

convergent. Si n = 1 I'équation (19) se réduit &

1 B(l) h+m1 t
R‘,f+l(w)=—wilf zin-l-l)' ) e™ (x4 1) dt.
0

Mais comme la fonction B, (x) admet la période w, cette équation peut
s'écrire:

g™ (x+1) at

m+1(‘”)

f BY, (htw,—1)
(m+41)!

¢™ ) (z41) dt.

1 (B, (h+e,—t)—B®, (h—1)
+3{f e

Par conséquent

)
RY, (@)= f Euti=b) ntiiot anct i a

(m+1)'
1 "B‘" (h—t) o (h—1)
— (m1+l)! ™ (x4 )dt = o ——(—ﬂ-_T_-l—),——é‘q"“"'”(w-i-t)dt.

L’équation (23) est donc vraie si » = 1. Supposons que I’équation (23) soit
vraie 8si n =p—1. De la formule (19) il résulte que

o) = ) €



46 N. E. NORLUND [January

On aura donc

BE) (h—1t) 7
RO, () — f LoD R gmin(atoar
% 1.0 0p—3

(l)

) -
_— m t)dt.
) T mEDT w e @ T

Dans la premitre intégrale je remplace BY ), (x) par

B(:zi.p (w + (l)p) —Eg:i{_p(x)
wp(m + p)

Il vient

O (htwp—t) 7
R?, () =L f +’gm 2D B gt

00
..,,f (mp+p)' LB, g that.

11 en résulte que

® —
B® (h—t) »
et ) A ¢mid(z4-t)dt, c.q.f.d.

) . _—mip " 77
R:-il(x)_ y (m+4p) o ..o

12. Je vais donner une autre démonstration de I'équation (18) qui est plus
directe que celle qui précéde mais qui demande des hypothéses nouvelles.
Je suppose que la fonction ¢ (=) tend vers zéro quand x croit indéfiniment et
que ses dérivées tendent vers zéro de telle maniére que

lim x"+‘A¢(")(x)—0 (»=0,1,2,...,m+1),

T—>®© 3. .

¢ étant un nombre positif aussi petit que 1’on veut.
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Partons de I'intégrale (23) et soit comme plus haut 0<h< @+ wy+- -+ + wn.
En intégrant par partie on trouve

Bl
n) . pn (m)
R‘,()R‘()(m_l_n), 97 (@).

Dans cette équation remplagons m successivement parm, m—1,m—2,...,1
et ajoutons ensemble les équations ainsi obtenues. Il vient

=m B( h n
(24) Eﬁwﬂ=R@@);§(w+;3A;<W)

Considérons 'intégrale
P EO(h—1t)
R@wr=]14é;-lz3¢%w+ow.
9 . @y.. .08

La fonction sous le signe est discontinue dans les points ¢ = A+ s, o,
+ 83 g+ ...+ snwn, ol les s; sont des entiers non négatifs. Elle est continue
dans tout autre point situé dans I'intervalle d’intégration. En tenant compte
de ce que nous avons dit dans le paragraphe 9 relativement aux discontinuités
on trouve, en intégrant par partie

ﬂ+h§(”)(h_t) . uth B (ht) ®
f—"———— A <p'(x+t)dt=f——— A ¢p(x+t)dt
0

n! ©1.. .08 (”—1)
0

BY(n) * BY(—w)
L) A%¢(w)+%—!—ﬂmé£(w+h+#)+P(n)

”! Wy, ..

ol

P(p) = (“1)"""1“"1""“""2oo .A%¢($+h+31 @+ 83 0y + - -+ sn @a),

la sommation étant etendue & toutes les valeurs entiéres non négatives des s;
qui vérifient I'inégalité

s+ 0t snon<p.



48 N. E. NORLUND [January

Faisons tendre # vers I'infini. Le troisi®me terme au second membre tend vers
zéro. 1l vient donc

BYr) *
() A o)

©y. .. 0O

(25) R™(z) = R{(z)—

.g.(_1)"w1m,,..-(.»,.ZZ° A 9+h+8)

oll 'on a posé

Sl =8 0+ s03+ -+ spom.

Dans la derniére série la sommation est étendue & toutes les valeurs entitres,
non négatives des s;. Cette série est absolument convergente. Il est facile de
I'évaluer, On a en effet

81 =P1—1 84=Pp—1 n

2 Afp(x+ﬂ)—m'e e A @(x),

81—0 =0 ;.. Dy 0. . . Dy oy

D1y Ps, .., Pn 6tant des entiers positifs quelconques. Rappelons que la
fonction ¢ (), par hypothése, tend vers zéro quand x augmente indéfiniment.
En faisant tendre les p; vers l'infini on trouve par conséquent

n
oy a2 A g@tf)=(—1"p ().
®q. ..
L’équation (25) se réduit donc & la suivante

(")() n
— A ¢(x)+¢(w+h)

RP(2) = B (z) —

En substituant cette expression dans I'équation (24) on trouvera

B‘”’ t n
(26) «p(z+h>+f h—t) b pltoa

‘:2,.(h> Ao (,,,
2 Trm.A, o @)+ B (@)
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oll

n

B(”) _
RrR™ (z )_J ﬂﬂ'_tl A g™t (z4-¢) dt.
0

'm+1

(m‘l"”)' ©y.. .. 0p

On vérifie aisément que cette relation est en accord avec la relation (18). En
effet, en développant le polynome de Bernoulli suivant les puissances de ¢ on
trouvera

BY (h—t) "SBP(R)  (—gyr
(—D! & T (a—1—»)"

Par conséquent on aura

B‘”’l(h—-t) n

0

n—1 “) h —1—y n
=2(—1)”_1_’ ( )J (,ntn : A (x4 t)dt

y=0 _1_")’

B‘”’(h\

.

n——lz

J "fmA%¢(’)(w+t1+"-+tn)dtn-ndtn

0 0

n—1 g™y
__ 1 B(f’ dtljdtx j¢<'>(x+t1+ St ta) At

) Wy o-Wp ,_— 0

En remplacant l'intégrale au premier membre de 1’équation (26) par cette ex-
pression on retombe sur la relation (18).
13. La relation que nous venons de trouver permet de décider de la conver-

gence de certaines séries & » entrées de la forme

@7) 2o+,

la sommation étant étendue a toutes les valeurs entidres non négatives de

81,88, 44458, Supposons que
4
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(1) 1a fonction @ (x) admet, pour x > a, une dérivée continue d’ordre m
telle que

(28) lim 2" 9™ (2) =0,

>0

¢ étant un nombre positif;
(2) I'intégrale n fois itérée

0o
0

(29) dtn-- fdt.J P(attit o4+ tn) db
0

[]

est convergente. Dans ces conditions la série (27) sera uniformément conver-
gente* dans Uintervalle x > a. La série n fois itérée

(30) 3.2 Se+ra

8y =0 85=0 8,=0

convergera aussi et elle aura la méme somme que la série (27).
En effet, nous avons vu qu’on a

y=n—1 ﬂ)(h).

plz+h)= 2

y=0

1 1
fdt,,-.-fcp(")(x-l-wltl'i""+¢°ntn)dtx
0

y=m—1 B(ﬂ)”( ) ”

+ 2 GEMLA @)+ B ().

y=0

On en déduit la relation suivante

Pa—1 Py—1 P—1
(31) PSR ,2_70 2 p@thtf)

Pyog Py
i v—u—lB(")h
- 2 ,ﬁ) dity- - f dty f oV@+ bttt )t

<o @p g
y=m—1 B(”) (h) ” (’) 0,—1 ”
tomeem 2 CEsr A V@) + 2 - 2 Bl 8,

* Ce théoréme est une extension d’'un théoréme, relativement aux séries & entrée simple,
donné par Bromwich (Proceedings of the London Mathematical Society, ser. 2, vol.6
(1908), pp. 827-388) et Hardy (idem ser. 2, vol. 9 (1911), pp. 126-144). Voir aussi: Acta
Mathematica, vol. 44, p. 103.
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D1y Py« « .+, Pn €tant des entiers positifs quelconques. Il s’agit de démontrer
que le second membre tend vers une limite quand les entiers p,, ..., p» tendent
vers l'infini simultanément et indépendamment I'un de 'autre.

Considérons d’abord le terme complémentaire. On a

CB® (h—t) »
") (N min—1 (m)
Rm (x) (m+n—l)! m’ém‘q’m (x+t)dt
et par conséquent
1 p-1 -1
@ ... 2 2 R)z+8)
8,=0 8=0 8 =0

0 —
By, (h—t) "
=pP1Ps Pnf (::1_;_1)! o m,Ap . o™ (x4 t)dt.
o .. Dy 0y
Cette intégrale peut se décomposer en une somme de 2" intégrales dont une
est la suivante

(—1) mﬁ:&_”__l(h—t

)
@) Wy« Wy (m-l-'n—-l)' ‘P(’")(:B-I-t)dt
0

(33)

pendant que les autres sont de la forme

R B,
6y  p=p 2l [Ten oD gmatp o

Wy Wy -y .

p étant un nombre qui tend vers l'infini quand tous les nombres p,, ps, - - -, pn
tendent vers l'infini. L'intégrale (33) ne dépend pas des p;. Considérons les
intégrales (34). On a

| By s (h—t) | < Ctn1,

C étant une constante. En tenant compte de I’équation (28) on sait trouver
une constante C; telle que

F ma a4 G 1 _
|PI<GJW<C‘J(w+p+t)I+*_ e (z+p)’
4‘
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I1 en résulte que les intégrales (34) tendent vers zéro quand tous les
nombres p; tendent vers I'infini et cela uniformément pour = > a. Le dernier
terme au second membre de Véquation (31) tend donc uniformément vers
I'intégrale (33).

Posons

@) flz)=(—1) dtn...fdt,fnp(x—{—t,+t,+--'+t,.)dtl.

On a évidemment

f(z) = (—U"fmdtﬂfdt. fip(tl)dtl.
x ts ta

De I'hypothese (2) il résulte que cette intégrale convergera pour = > a et que

lim f(z) = 0.

—> 0

En dérivant n fois par rapport & = on trouve, pour z > a -
(36) F® (@) = 9 ().

De I'hypothese (1) il résulte par conséquent que

lim ™™ (z) = 0.

2> 0

On a done, en vertu du théoréme de Littlewood et Hardy, mentionné plus haut,

(37 lim f®(z) = 0, (»=0,1,2,...,m+4n).

>0

Cela posé considérons I'intégrale

1 Py 0, D0y Py,
@) g+ Oy ff f‘l’(”)(w+t1+t.+---+t”)dt1dt,.-.dt,,,

0 0 0
0=sv<n.
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De I’équation (36) il résulte que cette intégrale est égale a

piprpn N fOz).

Dy 0. ..D, 0,

Faisons tendre les entiers p; vers l'infini. Puisque lim f )(z) = 0 l'intégrale
T—>» 0

tendra uniformement vers une limite* et il vient
[ o0 [
Oz = (—U"f---f f(p(”)(x+ bttt ta) dty dty - - ditn.
0 0 0

Si » >0 on peut réduire le degré de multiplicité de cette intégrale et 'on
trouvera

f "’f¢(v)(x+t1+ta+”'+tn)dt1 dly-- ditn
0 0
= (—l)y f o 'f‘p(w+tv+!+tv+2+“'+t”) dtv+1"‘dt’"
0 0

Le premier terme au second membre de 1’équation (31) tend donc uniformément
vers une limite. Le second terme ne fait pas de difficulté. On voit immédi-
atement que ce terme tend uniformément vers

* La convergence de l'intégrale itérée (35) entraine donc la convergence de l'intégrale
multiple

f---ffw(w+t,+t.+---+t.)dt.dt,-~dt.,
[ o o

mais l'inverse n’a pas lieu. La derniére intégrale sera convergente par exemple si

¢ (2) = =*~* sin (%),

fq’ (2)dx

divergera si n = 2, et l'intégrale (35) sera donc a fortiori divergente.

mais l'intégrale
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m lB(’l) (h)

(‘—‘1)” VZ ‘p(v)(x)
@ Wy Op ;T (V-l-n)!
parce que
lim ¢®)(z) =0, (+=0,1,2,...,m—1).

>0

La convergence de la série (27) est ainsi démontrée et I'on voit qu’elle se
représente par ’expression suivante

(—1) 0 05--- 05 2 p(z+h+8)

v=n—lBgl)(h) _ 3
— (—1) vf°"f¢(x+tl+t!+"'+tn—v)dtldt3“'dtn—v

y=o V!
0

y= m—lB( n B(") . _
+ 3 ot ’+f mint D g (ot )t

Cette équation peut aussi s’écrire sous la forme:

(—1)P 005 0, 2P (x+ 2+ )

y=n+m—1 B(ﬂ) h (n)
= 2 ”ﬂ”( )+ f (";;”’j;; f‘”‘*”’( +t)dt.

y=0

Remarquons enfin que tout ce que nous venons de dire reste vraie si, dans
P’équation (31), on fait tendre d’abord p,, puis p,, ... et enfin p, vers I'infini.
Le second membre de cette équation tendra vers une limite et vers la méme
limite que dans le cas ot ces nombres tendent simultanément vers l'infini. La
série n fois itérée (30) sera donc convergente.
Soit en particulier
p(z) = z—n-F

et supposons que x n’est pas négatif ou nul. On voit que la série & n entrées

1
2 (z+ Q)+
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et la série itérée

(z + a)n+ﬂ

seront toutes les deux convergentes ou divergentes suivant que la partie réelle
de A est positive ou non. Voici un autre exemple qui est assez intéressant. Soit

¢(z)=—s—i££’-fa—), O<a<l.

En dérivant m fois par rapport & x on voit que
| :IJ'H""' (—a) q,(m) ( x) ‘

reste plus petit qu'une constante quand = augmente indéfiniment. L'équation (28)
est donc satisfaite si

m>9t("_ﬂ)

1—ea/’
Considérons I'intégrale
oo

f Si:':a dt.

-?

Cette intégrale convergera si R(8) > 1—e, et elle divergera si R(8)<1—e.
En intégrant par partie on trouve

-]

sing® .. 1 cosz —1\ sinz®
f 7 ux+ﬁ—1+a( ):c“'*'p"l-
x

CES 2T

o e e P

+—1e i+ A o+ 220 fop+ 2 )w”i;p’:fpt'
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En substituant cette expression dans l'intégrale
f
x

on voit qu’elle convergerasi R(8) > 2 (1—e). Et enchoisissant p suffisamment
grand on démontre aisément que la condition nécessaire et suffisante pour que
intégrale = fois itérée soit convergente c’est que R(8) > n(1 —e). De notre
théoréme il résulte donc que I'intégrale *

G (sin(@dbttt -t
(38) erzf ey dudn

et que les séries

sin(x + )%
2t ay (x+ QY ’

ZE 25 ey

toutes les trois convergeront, si R(8) > n(1 —a), et divergeront si
R(B)=n(l1—«).

14. Si l'intégrale multiple est absolument convergente on peut 1'évaluer
d’une maniére bien simple. En effet, considérons I'intégrale

Pn=ff~-f«p(w+t1+t,+-~+t,.)dtldt,--.d

étendue au continuum défini par les inégalites
120, 4$£20,...,t20,
bttt -+ t=Zh.

* Nous avons supposé que 1>a>0. Si a=1 on voit aisément que la condition pour
que l'intégrale (38) converge est encore celle qui a été donnée dans le texte. Mais cela n’est
plus vrai pour les deux séries.
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On 2 évidemment

h et
P, =f—(n—_—1—)' e(xz+0t)dt.
1}

En effet cette équation est vraie, si » = 1. Supposons qu’elle soit vraie
pour Py_;. On aura alors

h h
_ (t—
—detnj ) st

h
—f¢(x+t)dtf(‘ ’”;), =antTl.)T o (z+1t) dt.

Faisons tendre % vers I'infini dans I’équation (39), il vient

f f . ‘f‘l’(fv+tx+ts+"'+tn)dt1 diy---din
o q 0

f =y Pletdr,
0

pourvu que l'intégrale au premier membre soit absolument convergente. Dans
ces conditions on a par conséquent aussi

[

fdtn fdt,fqo(t,)dt, ( (n”—;)! o (z+ 1) dt,

)

ce qu'on trouve encore en renversant l'ordre des intégrations. Si ¢ (x) est
positive & partir d’une certaine valeur de z, l'intégrale au premier membre
sera donc convergente ou divergente suivant que I'intégrale au second membre
aura ou non un sens. On a par conséquent le théoréme suivant:

Admettons que la fonction @ (x) est positive, pour z > a, et qu’elle admet
une dérivée continue d’ordre m telle que

(40) lim znts g™ () = 0, £>0.
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Alors, pour que la série @ n entrées

41) 2o@+a)

converge il faut et il suffit que U'intégrale
(42) f g (z) dx
G

converge. Supposons par exemple que

1
2" log z logs z - - - logr x (logy )*

p(z) =
On voit que la série (41) converge ou diverge suivant que & est positif ou
négatif. Supposons en second lieu que

. 1
2= Bt smaV o)

?( ot §>a>0, A>0.

Pour les valeurs positives et trés grandes de x cette fonction est en général
du méme ordre de grandeur que z—#~%, mais, si x est le carré d’un entier,
@ () est égale & 2. On peut trouver un entier m tel que ’égalité (40) soit
satisfaite, et 'on peut aisément décider de la convergence de I'intégrale (42).
On a en effet

dx 2
—_—< ,
@+ 1+G+1" 5 N e FET

p étant un entier positif quelconque. L’intégrale (42) est par conséquent con-
vergente, si #>n— g—
de la série (41).

Si la fonction ¢ () est positive & partir d’'une certaine valeur de x, con-
tinuellement décroissante et tendant vers zéro quand x augmente indéfiniment,

on n’a pas besoin de faire des hypothéses relativement aux dérivées de ¢ (x)

, et divergente, si 8<n— —g— 11 en est donc de méme
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ear on peut comparer directement la série et I'intégrale et 'on voit immédi-
atement que la série @ n entrées

2o@+8)

sera convergente ou divergente, suivant que l'intégrale

00

f Z p(x)dx

a

aura ou non un sens.
En ce cas particulier le théoréeme se déduit d’'un théoréme classique de Ma-
claurin* et de Cauchyt qui a été étendu & des séries multiples par plusieurs
auteurs}.
15. Considérons la fonction génératrice des polynomes de Bernoulli§

0y g« - apyte (— ()
B h).
(l—e_""”)(l—e'—“"”)---(l——e_""‘v) ,20 v (k)

Si I'on arréte la série au second membre & un certain terme, on peut trouver
une expression simple du reste. En effet, reprenons la formule

vem B"‘)(h) B""( h—

[Pz =2

y=0

WAL @)+ f ‘mf""“’(x+t)dt,

ol m est un entier supérieur ou égal & n. Posons f(x) = ¢ 7, 5 étant un
nombre positif. On aura

€M —1)(eM—1)... (¢ 1 —1)

Wy Wy« Wy

A £ @) = (—qy et

* A Tvreatise of Fluxions, vol. I, Edinburgh, 1742, pp. 289-290.

+ Sur la convergence des séries, Euvres, sér. 2, vol. 7, Paris, 1889, pp. 267-279.

1 K. Picard, Traité d’Analyse, vol.I, 2* édition, Paris, 1901, pp. 288-304. K. Goursat,
Cours d*Analyse mathématigue, vol.1, 2¢édition, Paris, 1910, pp.484-426. T.Bromwich,
An Introduction to the Theory of Infinite Series, London 1908, p. 80; Report British
Association, 1906, pp. 493-494.

§ Acta Mathematica, vol. 43, p. 183.
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En substituant cette expression dans I’équation précédente on trouvera

0y @y - on e T
(1—e ™) (1—e ). (1—e @)

— B"" h B (h—1
= ( )( 1)’ +(— v)"‘*‘f-———’” (m!' ) rtas,

y=0 0

De cette relation on peut déduire un lemme qui nous sera utile plus loin. En
développant le premier membre suivant les puissances de 5 on trouve

FEOG—t) & BUaa)
of T ¢ =2 e ()

Dérivons p fois par rapport & 7, il vient

14

7)".

BY(h—1t) , _ & Blmieni(h)  (v+p)!
f T M R At

L’intégrale au premier membre est divergente si # = 0. Mais elle représente,
pour 4 >0, une fonction analytique de % qui est holomorphe dans le point 7=0.
L’intégrale tend donc vers une limite, quand 4 tend vers zéro, et 1’on trouve

<]

lim f BRY(h—t)f et dt = —(—T’:—I_’-‘_——)—Bﬁ:,';w(h).

-0
7 0

Nous avons supposé m >n. Si m <n l'intégrale tend vers l'infini quand ¢
tend vers zéro.

LA SOLUTION PRINCIPALE F, ()

16. Admettons que la fonction ¢ (z) satisfait 4 la condition du paragraphe 8.
Considérons 1’expression suivante

o0

n) —z
@9 [ 2t )ttt (1 P S gk 19,
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la sommation étant étendue & toutes les valeurs entiéres non négatives de
8148, ..., Sn. La série et I'intégrale convergent évidemment pour toute valeur
positive de . Je dis que I’expression (43) tend vers une limite quand le nombre
positif 4 tend vers zéro, et cela uniformément quand x reste dans un intervalle
fini quelconque a < x < b. Cette limite représente donc une fonction -continue
de 2 que.je désignerais par Fn (x| w,, wy,..., os). En effet, soient p,,ps,..., pn
des entiers positifs quelconques et posons

Sf(z) = p(z)e7”.

Remplagons dans I'équation (26) @ (x) par f(x) et x par z+ §L; donnons
aux s; les valeurs 0,1,2,...,p;—1 et ajoutons ensemble les équations ainsi
obtenues. On trouvera

5.3 PEO.(—p)
o e & S@tht )+ P Pn e A flz+t)at
8, 8=0 8= Boy.. . D0,

_ v+u(h) N v)

— b p”ugo (V+n)'plm1Ap.. ,:f( (2)

B h—t)
+p1pg ]Jnf (m-l-n)! p,wlAp.m.f( +l)(x+t)dt.

Faisons tendre les entiers p,, ps, ..., pn vers l'infini. 1l vient

BY h—
f _Lfi(x:%!_z)”‘)e_”'d“’(—l)”wn wpre - 2P (@ bt QL) TSI

a

B(ml h—
=f (;xj‘l)' z) p(2)e M de +2 (V+fl)!) D;[(p(w)e"”“‘]

B(n)
+f (m+n)' D"‘*‘[w(z+t)e"'°”+"ldt
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Faisons ensuite tendre 4 vers zéro. En tenant compte du lemme du para-
graphe 15 et en raisonnant tout a fait de la méme maniére que dans le para-
graphe 8 on démontre que le second membre tendra uniformément vers une
limite et que cette limite est égale & I'expression qu’on obtient quand on
pose g égal & zéro. On aura par conséquent

(44) F” (w+hl"’1,"’h ""”) = E' (x+1’;!—.Z) (P(z) dz
57 B B
+ 2 (,,_l_n), P(z )+f (;+n), g™ (z+1) dt.

En remarquant que le polynome de Bernoulli se développe de la maniére
suivante
B (z+h—2) f B‘”’(h) (@—e)* "~
(n—1)! ('n—l——v)'

on voit que la premiére intégrale au second membre de I’équation (44) est
égale &

BY (x+h—z) " BYGR) ([ (z— gy
f (ln 1)! ¢ (e)de =y§0 o1 fE:—i)—V)! o (2)de.

a
Si I'on pose

(x._Z 7—1

S(z)= (n—1)! p(z)de,

I’équation (44) peut donc s’écrire comme il suit

Fa(z+h|w,ay,..., 0n)

B('l) B(”)
_:Zj (A )f( W)+ —(-m—f(”’"ﬂ’(z-i‘t)dt.
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On vérifie aisément que la fonction Fy, (x) est une solution de 1’équation (1)
paragraphe 1. En effet, en appliquant I'opération A 4 l'expression (43) et
en faisant tendre 9 vers zéro on trouvera

By (z—2) e
A Fn(z|w, o, ..., on) —»;l}-l:lo[f (,: —2) p(2)e ™ dz

+ ( _l)n-—lwl. . wn—12¢(x+3lwl+' .. +3n—lwn—l) e—'l)(z“i-tlml-i-. o810, q) .
C’est-a-dire que

A Fp(z| oy, 0q,..., 0,) = Fo(z| 0,04 ...,0q ).

©,

On en conclut que

A Fn(z’wl,-.o,w”)=Fn—2(w|w1,...,wﬂ_2),

n—1 On

S 8 0 6 o 8 6 0 s s s 0 s s e 0 e 0 e s e e s e e e 0
n—1

%Am Fu(z|oy,...,00) = Fy(z|,),

et puisque
A Fy(z|) = ¢(2)

on voit que Fy(z|w,, ..., w,) est une solution de I’équation

A Fu(z) = @(x).

...,

Je désigne cette solution comme la solution principale.

118

VALEURS ASYMPTOTIQUES DES SOLUTIONS PRINCIPALES
DEVELOPPEMENTS EN SERIES

17. Je veux maintenant faire voir comment se comportent nos solutions
Gy (x) et Fy,(x) pour les valeurs positives et trés grandes de z. Par hypothése
il existe un entier m tel que

1) lim arte@pmiD(z) =0

—>» 0
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pour toute valeur positive de . Soit » le plus petit entier positif tel que

@) lim ¢®(z) = 0.

r—>x

Posons pour abréger

r—1 gp(m
3) P(z) = ZE(’ f'—) W (x—h),

v=0 v

nir—1 B(")
) Q(z) = ;0 ( )f<"><x—h),
ol

- _

fla) = (—Z”;_T’i)—!w(z)dz.

En désignant par 2 un nombre quelconque dansl'intervalle 0 < h<w,+ws+---+wy
nous avons démontré que

(5) G”(x|wlyw2"'°7'wﬂ)
(n)( ) (n)(
= P(2)+ 2 ¢ (z—h) + f——‘P""*"( +t)dt,
(6) Fﬂ(xlwly"’h“"“’n)

'S Bla(h) Bpin(—1) .
= Q@)+ X AT e e— h)+f T Y @ Dat.

11 résulte des équations (1) et (2) que le second terme au second membre tend
vers zéro quand = augmente indéfiniment. En tenant compte de ce que nous
avons dit dans le paragraphe 2 relativement & la fonction E on voit qu’on sait
trouver une constante C telle que

(-] oo
fif,'."(—t)#’("'“)(x-i-t)dt <0f 7 o™ (2 — k4 t)| dt.
'y 5
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Mais on a en vertu de 'équation (1)

(ot R
(.’E ’+t)’l+e ($'—h)so (1+t)”+.o

-]
f”“lcp""“’(x k+t)|dt<0l

0

L’intégrale au second membre de I'équation (5) tend donc vers zéro quand =
augmente indéfiniment. On a par conséquent

() lim [Gn(z| @y, g, ..., 0s) —P(x)] = 0.

>0

De I’équation (6) on conclut de méme que

®) lim [Fa(x| @y, @g,...,0x) — Q(x)] = 0.

>0

Si I'on fait en particulier 2 = 0 les expressions de P et de Q se réduisent aux
suivantes

r—1 (”)
©) P(a) = 2 ——¢"(x)
v=0 2" »!
et
nir—1 :”)
(10) Q@)= 2 — /Y.
y=0 V:
Mais si P'on pose h = 2 + m’_;' il L. YRR,
_i_"%l E(n)
_ (3v) e e
) )= 3o gty S,
<n+:—1 (n) ot oy 4 te
2) PR Yo s e
1 e@= 3 e o),

Soit par exemple @(x) = logx. On aura »= 1 et 'équation (7) se réduira
4 la suivante

lim [G"(wl @), @y 000y “’”) _logx] =0.
r—>0
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18. On peut souvent obtenir la valeur asymptotique avec une approximation
plus grande. Soit » un nombre positif et admettons pour un moment qu’on
peut choisir m tel que

lim pntpte tp(’”‘H)(a:) =0.

>N

Soit maintenant » le plus petit entier positif tel que

lim af () = 0.

>0

Dans ces conditions il résulte de notre analyse que

lim 2?[Ga(2x) — P(z)] = 0,

>0

lim 2?[Fu(z) —Q(x)] = 0.

r—>0

1l arrive donc que ces équations sont satisfaites quelque grand que soit p
pourvu qu’on ait choisi » suffisamment grand.

19. Revenons aux hypothéses du paragraphe 17. Je vais indiquer, pour la
fonction G, une nouvelle expression limite qui est assez remarquable. De
I'équation

. Ym Gu(z) = ()

on tire immédiatement la relation identique suivante

DPy— 1

P —1 n
=2 2 2 —1)"T TR (4 Q)— V  Ga(a),
3“=0 . = = D10y...D0,©
D1y D3y« Pn 6tant des entiers positifs impairs. En ajoutant et en soustrayant
n

'expression P(z)—2" V P(xz) dans le second membre, cette relation peut
g’écrire comme il suit*

n n
* Quand il n’y a pas lieu & équivoque j'écris pour abréger V au lien de V.

o, ... 0
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p,—1 P,—1 p—1
Gn(2) =" 2 -0 2 2 (=)' (a4 Q) + Pla)

—" v P(x)+ |G (x)—P(a‘)—?” V [Gn(ac)——P(w)]]-

;0

Faisons tendre tous le nombres p; vers l'infini. Le dernier terme au second
membre tend uniformément vers zéro en vertu de I'équation (7). On a par
conséquent

p—1 P,—1 p—1
(13) G,,(m) = lim 9" 2 . 2 2 ( 1)’1+9:+‘“+8uq)(x+a)
Pyyeoy Py—>00 8,=0 5=0 8=0

+ P(x)—2" % P(ar:). .

Py

C’est le résultat que j’avais en vue. Si I'on suppose que les dérivées de ¢ (x)
qui entrent en considération sont continues pour z=>b, on voit que cette
égalité a lieu uniformément dans l'intervalle z > b .

Si en particulier » = 0 la fonction P(z) se réduit & zéro. On a donc toujours

Gn(z) = 2" 2/ (—1)"TaT " Hog (24 Q)

quand cette série converge.
Si I'on aime mieux on peut aussi écrire 1'équation (13) comme il suit

»—1
19 @@= tn | s L S (g (o g Q)

ﬂg:----?..—-)oo 3 =0 3|-'
5,=1 =1
- 2 I 2’ (—1)'P(93+81P1w1 +-- ‘+3npnwn)]
8,=0 =0
ol
°'==31(1’1—1)+32(P3—1)+"'+3n(pn—1).
Le crochet ’ signifie que le cas s; = sy ==---= 8, = 0 est & exclure. Dans

cette derniére équation p,, ps, - -+, p» Sont des entiers positifs quelconques,
5%
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Dans le cas particulier ot @, = wy = -- = ws = w notre équation peut
se réduire. Sil’on suppose en outre que p, = py = - = p, = p, p étant un
entier positif quelconque, on trouve

-1 1
Gn(x) = lim 2" b cee e 2(_1)31'*"2"‘"'4”.0’.(5”_’_&)
Pp—>0 8,=0 8=
_,21 (— 1)8@—1) (?)-P(w-l—spa)].

Passons & la fonction F.. De I'équation
n
A F,(z)=g(z)
(D| cee (0”

on déduit la relation identique suivante

—1 P,—1 p,—-1 n
0= 2o@+Q)—mps-pn A Fulz),
8,=0 8y=0 8=0 Py ... D0,

P1s P2y -+, Pn 6tant des entiers positifs quelconques. En ajoutant et en
soustrayant I’expression

Q@) —(—1)"pips---prnog-c0n A Q)

Dy, .. Paw,
dans le second membre, cette relation peut s’écrire comme il suit:

71 -1

Fy (II?) == (—1)”0)1(.)2- .o wnszo. .o .agow(x_Fa)

+Q(x) — (—1)"1’1193' e Pn @@y Wy A Q(x)

Py oy

+[Fu@) = Q@)= (10 m mrne-on A [Fae) — @1 |

Faisons tendre tous les p; vers l'infini. Le dernier terme au second membre
tend vers zéro en vertu de 1’équation (8). On a donc
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p,.—l p|—l

15 F@)= i [(—1) e o 5 9@t )

,p.—>oo 31—

+Q(x)__(_l)”p1"‘1’n @y ¢ ‘”nA Q(x) |.

D04

Cette équation peut aussi s’écrire comme il suit:

p,—1 -1
(16). F,.(x)— [( 1) 0103 wn 22 plz+8)
»P,.—)oo 8,=0 8,=0
8,=1 8,=l )
—"Zoo . -‘Z(: (—1‘)"+8’+..‘+0”Q(.'D+ S$1 P10y +-.. +snpnwn)]
n 1=
oit le crochet ’ signifie que le cas g = s, = - - =5, == 0 sera exclu.

Dans le cas particulier olt o, —wy=":--=wp,=w et py=py=--.=p,=p
notre équation se réduit et prend la forme suivante

s=n

R =lin [0 Z - Zota+ 00— Z 1Y)+ spe].

D—>®

Ces égalités ont donc lieu uniformément dans lintervalle x > b 4.
20. On peut aussi exprimer G, et F), par G»—1 et F,—1. En effet des équations

VG”(x | @1y 000y mn) = Gn-l(w I W1y e 00y mn_—l),
AF»(Q: I wl’ ooy Mn) = E"—l(xl wl’ v ey Wn—l)z
il résulte qu’on a, pour toute valeur entiére et positive de p,

-1
Gy () =22 (—1)"@u-s(@+ s0n) + (—1) Ga(2+p@n)

= 23 (—1) Gars(a-+ s00)+(—1) Pla-+pan)
+(—1)[Gn(z+ pon)— P(z+pon)],
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p—1

Fu(z)= F,.(x+pw,.)—w,.8§o Fuor(z+sm,)

r—1
= Q(z+pon) '_"’nazoﬂc—l(x"l'swn) + [Fou(z+p on) — Q(x+ pwa)].
Quand p augmente indéfiniment il vient

-1

Go(z|®y,0.., 03) =lim | 2 2 (—1)° Guos(z+s0n) + (— 1P P(z+pon)|,

p—>wl $=0

p—1
Fn(xl Oy c0oy "’n) = lim [Q(w ‘I‘pwn)—""nz E;—l(x"'s"’u' W1y evey "’n—l)]-
P> §=0

Dans le cas particulier olt

lim ¢ (z) = 0

r—>w

ces équations se réduisent et s’écrivent comme il suit:

o0
Gn(xl"’lyn-; "’u) = 2“;)(—1)8613—1(3/'4"3“’»‘ Wiy ooay “’n—l),

B, o+ pon S
Fu(z|oyy..0, ;) = lim [f l( o (Z)dd ng E-.—x(w-l-sm;z)] .

et —1)!

21, Nous avons défini les fonctions G (x) et Fy,(x) en partant des séries
généralement divergentes

(17) 2" 3 (—1)yt T e g (24 Q),

18) o -wn D @ (z+8).

Je veux maintenant démontrer qu’on peut représenter ces fonctions par des
séries convergentes. Par voie d’induction on démontre les relations identiques
suivantes



1923) EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES 1

w1 P;—1 py—1 . n
... 2 (=1t ¥ P(a4Q)
5,=0 =0 8=0 @f. .. O
8,=1 8=1 8=1
= : 2 2(—1)0P(x+811110’1+331)a°’s+'"+s»17n wn);
8,=0 5,=0 §=0
-1 -1 -1,
en 2 2 A Q) = pups-- pu A Q ().
8,=0 =0 8,=0 0...0, « Py 0y

Puisque les expressions (14) et (15) convergent uniformément vers les fonctions
G, et F), on en conclut que ces fonctions se représentent par les séries & n
entrées

(19) Gu(@) = P(2)+ 2" 2(— 1)"“'*'“”"[90 (@+8)— ?f (=t a)],

(20) Fu(z) =Q(z)+(—1)" wim5-- -wnZ[lp(w-l—rﬂ) - _’AimQ(x-l-&)],

les sommations étant étendues & toutes les valeurs entiéres, non négatives de
8, de s;,... et des,. Ces séries convergent donc uniformément dans I'inter-
valle z = b+ h. Les séries se réduisent quand on pose

h= 01+°’:+"’+0n

2 .
Car en ce cas le nombre des termes qui figurent dans les expressions P(x) et
Q(x) est seulement la moitié de ce qu'il est dans le cas général.

De I’analyse du paragraphe 19 il résulte que si I'on fait tendre d’abord p,,
puis p,, . . . et enfin p, vers l'infini les expressions (14) et (15) tendent encore
vers des limites et vers les mémes limites que dans le cas ou ces nombres
tendent simultanément vers l'infini. On en conclut que les fonctions Gy, et F),
se répresentent encore par les séries n fois itérées

0s0) = P& +2. 3 (1 S0 S 1ot - V Peta))

Fu@) = Q@) + D oo 3- 3 Slo@t 0~ A gt 2]

32_" =
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11 convient de remarquer que les séries, dont nous venons de démontrer la
convergence uniforme, en général ne sont pas absolument convergentes. Nous
avons choisi ’entier » aussi petit que possible pour donner aux séries la forme
la plus simple, mais en augmentant la valeur de » dans les expressions P(z)
et Q(x) on peut souvent augmenter la rapidité de la convergence et pour une
certaine valeur de r on arrive & une série absolument convergente. Supposons,
pour fixer les idées, qu’il existe un entier m, tel que

lim z?te@ontd(z) =0, m=n,

Z—>00

et soit m le plus petit entier tel que I’équation (1) soit satisfaite. Remplagons »
par m + 1 dans I'expression P(x) et par m -+ 1 —n dans 'expression Q(z).
On a alors

n)

ny (n) n
E ( ) (y)(w—’¢)+f m' v¢(ml H)( +t)dt

qo(x)-—VP(z) —2

ny (n) (n)

ro—bew =3 A O—n+ f O Rt g,

y=m+1

On voit sur ces équations que le terme général des séries (19) et (20) est en
valeur absolue plus petit que

S
(z+8a)

C étant une constante. La série (19) converge donc absolument si 1’on
remplace r par m 1 et la série (20) converge absolument si I'on remplace »
parm+1-—-n. Il y a pourtant une différence & noter entre les deux séries.
Pour la série (19), la valeur de » qui entraine la convergence absolue est en
général plus grande que celle qui entraine la convergence simple. Mais pour
la série (20) il arrive bien souvent que ces deux valeurs coincident. Pour
élucider ce fait considérons les trois exemples suivants. Soit d’abord

ple) =1

L’équation (2) est satisfaite pour » = 0. On a donc P(x) = 0 et la série (17)
converge, mais elle n’est pas absolument convergente. Pour que la série (19)
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converge absolument il faut et il suffit que » >#. La série (18) diverge mais
la série (20) converge absolument, si » = 0, et a fortiors, si r > 0.
Supposons, en second lieu, que

(p(x)_:wﬂ’

A étant un nombre positif qui n’est pas un entier. La série (17) diverge. La
série (19) converge simplement si 8 <r < 8-+ n. Cette série sera absolument
convergente si r>8- n. La série (20) sera absolument convergente, si »>8,
et elle diverge si »<A. Dans ces deux cas toute série de la forme (20) qui
converge est en méme temps absolument convergente.

Soit enfin

@ (x) = sin(x%), (0<a<l).

Les séries (17) et (18) divergent. La série (19) converge pour > 1 et elle

converge absolument pour » > 1—a" La série (20) sera convergente si r>1.

Mais pour que cette série converge absolument il faut en outre que » >

1—e’
.. . . 1
et ce nombre est supérieur & 1, si ¢ > ———,
n+1

22. Reprenons les développements

» E" (k| ay, .
(21) Gn(w"l'hl“’u O3y 000y ) = 2 - ’

]
v=0 ve

cey o)
— 2 o (2)

P M)y
M ) q)(m-{-l)( +t)dt

n4m B(ﬂ) 13 e, @
(22) E&(x‘l'hlwl, 0):"..’“)”): 2 v ( I(l)l (l)g)

ye—o v!

B(”) h —_—
+ f m+n ( _Z ‘p(m-l-l)(a, + t) dt
0

fO(=)

 (m+n)!

Ofl l'Oll a pOSé
1
—
( xr— z)’

Sf(z) = ECES IR p(2)dz.
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Nous avons vu que ces deux séries mettent en évidence la maniére dont se com-
portent les fonctions G, et F), pour les valeurs trés grandes de la variable .
Laissons maintenant x fixe et considérons les w; comme des variables. Le
point @, = @, = ... = w, = 0 est, en général, un point singulier* des
fonctions G, et F',, mais les deux séries nous donnent des renseignements sur
la maniére dont se comportent les fonctions G, et F’, pour les valeurs positives
et trés petites des variables e, s, ..., »,. En effet, remplagons % par 14
et w; par Aw;, on obtient deux séries procédant suivant les puissances
croissantes de 4 car on a, quel que soit 4,

EP (Al | dorg, dorg, .oy Aaoy) = 2 B (h| oy, 03, .20y 04),
B (Ah| Ay, das, ..., han) = 2 B (h| 0y, 0, .. ., 0n).
On aura donc
<« A
(23) Gn(x'l"lh l lwu Awg,..., llﬂn) =2J -,;TE?)(’I I"’l, @y ooy “’ﬂ) ¢(")(x) + R,
y=0 "*

n+m

(24) F (x4 Ah| Ay, Aing, ..., Roy) _Z‘ B‘"’(mw,,m,, vyou) FO @)+ R,y

oll
0
E(n) h—
(25) R = 1m+1f ( ?) ("H-l) (ac-H.z) dz,
0
et

m+n+1 ‘B g::—n z) (m+-1)
Rupin = 4 -—Gn_l_—n)'— (1) (x+Az)dz.

Cherchons une limite supérieure du reste en supposant 4 positive et trés petite.
01.1 sait trouver une constante C telle que

-] -]
: —ldz c 2 ldz
<imtriie f ez gmn O f L
IR”""”l ) (x+lz)”+t xﬁ J (1 +z)n+e

*Cf. Acta Mathematica, vol. 44, pp. 178-198.
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La fonction | Rmi,A~ ™" | reste donc plus petite qu'une constante. quand
A tend vers zéro pendant que x reste fixe. Cela posé, remarquons qu’on a

mEn gy

R’l) = 2 V' B:om(h) f(v)(x)'*'-Rm e

y=p+1 ¥
En supposant p < m on en conclut que

(26) lim R, 27 = 0.

A0

En considérant I'expression (25) on démontre de méme que

@27 lim RpA "= 0,

A—0

pourvu que p < m—n. Si 'on suppose que la fonction ¢ (x) admet, pour
xz = b, des dérivées de tous les ordres et que

lim z*te ™ () = 0

r—>0

pour toute valeur de m qui surpasse un certain nombre alors les équations (26)
et (27) sont vraies quel que soit ’entier positif p. Par conséquent les séries
(23) et (24) représentent les fonctions au premier membre asymptotiquement,
au sens de Poincaré, pour les valeurs positives et trés petites de 2. On a done
en particulier

(28) lim @,(z| Aoy, Aorg, ..., Ae,) = @(x),
A—0
x
. (x—2)""
(29) lim Fo(z| 2oy, Aoy, ooy don) = | - 0(2)de.
A0 (n—1)!

Nos deux séries sont encore asymptotiques dans un autre sens. On peut
considérer les séries (21) et (22) comme des séries procédant suivant les
puissances de w,, de ws,..., de w, et dans lesquelles les termes ont été
groupés d’une certaine maniére. Mais on peut ranger autrement les termes
par exemple suivant les puissances d’un seul des o, soit w,. En groupant
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ainsi les termes quel sens aura alors la série? Il est facile de le voir car de
Téquation

V Gz l W1y oey 0p) = Gpa(x |01,y 0a-1)

O

on tire le développement

m

G| w1, 3, « -+ o30) = 2 v & Gr—1(x| 0gy « <oy tin—1) +R.

y=0 v' v dx’

En considérant « et w,, ws, ..., wn—1 comme des nombres fixes et w, comme
une variable positive il résulte de ce que nous venons de dire que cette série
représente la fonction G, asymptotiquement au voisinage du point w, = 0.
On aura donc en particulier

(30) lim Gu(z| oy, @3y 000y 00) = Guor1(z| 00y, 003, « o oy Gp—1).
Wp—>0

1v.
QUELQUES PROPRIETES DES SOLUTIONS PRINCIPALES
23. Posons

Ga(@ | o1y 2y« ooy ons ) = 202 (— 1)1 g (4 L Q) 1@,

BY (z—2)
Fu(z| oy oy ou39) = f"‘t‘—l—‘m— p(2)e " dz

F(—1) 00500, p(z+ )Mt

Nous avons défini les fonctions G, et F), par les équations*

(1) Gn(x I W1y eeoy ll)n) = lim Gn(x | Wiy eoeyWpy 7]),
70

(2) Eg($|wl,-oo, (On) = lim Fn(aflml,. vy wn;"]).
n—>0

*Nous supposerons que la fonction @ (x) satisfait & la condition du paragraphe 8 ce qui
entraine I'existence des limites (1) et (2). Dans un autre mémoire, que nous publierons plus
tard, nous démontrerons l'existence de ces deux limites en faisant d’autres hypothéses relative-
ment & la fonction ¢ (x). Tous les théorémes que nous allons établir restent vrais dans ces
cas et la plupart des démonstrations s’appliquent sans modification.
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La fonction G, (x) se nomme la somme de premiére espece de la fonction ¢ (x).
Pour abréger l'écriture nous représenterons souvent cette fonction par la
notation

n
S@((L‘) v X = Gn(ﬁllﬂl,(ﬂg,o--,wn).
0. .. 0,

La fonction F, (x) se nomme le somme de seconde espéce de la fonction ¢(x)
et se représente par la notation

x

Sq)(z) A 2= Fn(x""l’wh' o ywn)°
@0y, .0,

a

On aura donc pour la somme de premiére espéce
n n
3) V No(@) V z=9p(2)
... 0y ... 0,

et pour la somme de seconde espéce

@ . Am S w(Z)m /Am z=g(z).

Les deux opérations de sommation sont donc, pour ainsi dire, les opérations
n n

inverses aux opérations V et /. Je vais indiquer quelques propriétés remar-
quables des sommes qui résultent presque immédiatement de leur définition.
Un facteur constant ¢ peut étre mis hors du signe de sommation, ¢’est-a-dire que

Sw(w) 5’7 x = S«p(m) 'V x,

Sc(p(z) L"X z=cS¢p(z) A 2,

] a

La somme de @, (x) augmentée de la somme de py(x) est égale & la somme de
@1 () + @ (2), c’est-a-dire que
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Se@ ¥ a4 Sae Vo= S@@+ae ¥ o

l)l (')”

x x

8%(2) A 7+ P:(2) A z = S(% (e)+%(z))m ngz-

(1)x (n)l ”

Soient m,, ms,...,m, des entiers positifs quelconques. Le polynome de
Bernoulli satisfait & la relation*

ny— 1

(1) $1 () oy
ZB,, (x—l——” !ml,mg,...,m,,) my B, (x|———,mg,...,m,,)
my

§=0

On aura donc pour toute valeur positive de 7

mny— 1

ZF,.(

S‘l_

)y

0’2,0‘0,0’]1,”)~1’11F)]( I7

1009y 000y On;
nl' b b ’Q)

parce que dans une série absolument convergente on peut ranger les termes
dans tel ordre que Von veut. Faisons tendre le nombre positif 4 vers zéro,
il vient

m—1

®) ZF,,(

@y
,wa,-oo’wn)o

| Wiy M2y 600y 0));) == ny E;( I
my

Puisque F, est une fonction symétrique des variables ,, ws, ..., wn On en
conclut que

—1 ny—1 my—1

8 @ S @ Sn @
@ ... 3 Z'F»(H Sl o "lml,w,,...,w,.)
8—-0 82--0 .9‘._
— - ( oy &e)
My My = -« Ma L xlml me’ """ m,

* Acta Mathematica, vol. 43, p. 169.
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Soient maintenant m,, ms, ..., my, des entiers positifs pairs. On vérifie
aisément I'identité suivante

m—1 my—1 m—1 )
’20 320 32( l)s‘+82+m+s"f(a’+310’1+320’2+'" + Snwn)
= =0 8,=0

1
l'm —1 ?m,—l %’nq—l n

= (—1) w0 - m,,E DD A fat2s0+2ssms 2 spw).

8,=0 =0 §=0 o,...0,

Si en particulier £ (x) est un polynome d’un degré inférieur & n, chaque terme
dans le second membre s’annule. Le polynome de Bernoulli B::'il (x) est du
degré n—1. Ce polynome satisfait donc A la relation

my—1 my—1 my—1

“2 Z(_l)sl+90+ +8,.B§:1il( + Sy 0y + S We “‘+ Sn(lm) —0.

U‘=0 32.—_0 31=0 ’n] mg my

On aura par conséquent pour toute valeur positive de %

my—1

Sio Sn @
TS e P (o SO B )
8,=0 8=0 ™ e

n
= (—%) ulw,---wnG._n(x ﬂ, oy ﬂ'—;11)

my’ My My,

parce que les séries qui entrent en considération convergent absolument.
Faisons tendre le nombre positif # vers zéro, il vient

m=1 m—1
8+ -+ t9, S @ SpWn
@ & B DR, ok B e )

I
—
| =

n
e S wn)
- covty Qplz|l—, —,. 0., —]).
6) ml“! n n( lmly m’, . ,m.n
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Dans le cas particulier oit m, = my = ... =m, = 2 cette équation peut
s’écrire sous la forme suivante

(Tbis) Gu(z|oy, 05, ..., ) = A Fo(z]|20, 20, ..., 2aa),
@ ... 0y
et de méme l'équation (6) prend la forme

(6 biS) Fn(ml“’u (02, s ey 0),,) == v F)t(m|2ml, 2"’27 e 00y 20)7))‘

1

Avec la notation que nous venons d’introduire ces relations entre les sommes
de premiére et de seconde espéce s’écrivent comme il suit,

x

n n n
(Tter) S(p(rr) Vaer= A Sq)(a:) A,
0. .0 ©p.. .0, = 20...26,
xr
n n
(6ter) ng(a:) A xz= V cp(x)2 A .
€. 00y [P ©. .. 20,
a a

De méme on aura en vertu de 1’équation (5)
(5bis) Fo(z|wy,o,..0,00) =V Fu(x| 20, @3, ..., o).
©y

Soient en dernier lieu my, m,, ..., m, des entiers positifs impairs. On aura,
sig>0,

mp—1

8
8%(—1)8: Gn(x-i- ;::l |0y, 05, ..., u,,;q) = G,,(w} %1’”” . -,wn;q)r

En faisant tendre ¢ vers zéro on trouvera

my,—1
8
® Z (1" Gafot L o0, ) = Gz | 2 o,y ).

On en déduit la relation plus générale
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m,—1 my—1
1\t ts, 101 , 4 Snwn
©) s.é:o....’;‘o( 1)" Gn(w+—ml+ +m,.|"""“""")
— @ (w o 1"'_,...,21)
"Ulmy my mal

24, Ces formules se prétent & un passage & la limite. Soit ©, un nombre
tel que 0 < @, <1. L’équation (8) peut s’écrire comme il suit

1
- (m—1)

o, 2 d 2s—1) o, 9:"’1\_ ( oy )

6?,,(.11r:)-|-——m1 a21 ——de“(w-l- - + oy }—G,, xl—ml,w,,...,u,..

Cette équation est vraie quelque grand que soit ’entier m, . Quand m, augménte
indéfiniment le premier membre tend vers la limite

z‘f““g
»Gn(':vlwl, g, ooy mn)+*f %Gﬂ(xl Wy Wyy o0y “")dx
= Gn(2)+ 3 Gu(z+ ) — § Gu(x)

= Gn—l(xl‘”n L TIRS) Wn)'

On aura donc

(10) lim G»(xl-%, gy ooy 0n) == Gy (| @y, &4, .., o).

my —>00

On en conclut sans peine que

(ll) lim Gn(xlﬂl, G’,...,“n)=Gp($|.],~.,...,.p)
0yt 30 Dppgy. ooy Wy—>0
et que
(12) lim G,.(wlul,o,,...,u..)=¢(x),
Oy 0 0 oy Oy=>0

comme nous ’avons déja vu dans le paragraphe 22,
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Divisons les deux membres de I’équation (5) par m, et faisons ensuite tendre
I’entier m, vers l'infini. Le premier membre tend vers l'intégrale

i )

1
o f Fup(x)dx.

Le second membre tendra donc aussi vers une limite et I'on trouvera

z+ml
wy

1 .
(13) —f Fn(xl(ﬂl,.(ﬂg,.o.,w")dx= lim Fn(xl_,‘l)’,...,wn).
le m

my—> o0

De méme, divisons les deux membres de ’équation (6) par le produit des
nombres m;,ms,...,my. Soit p un des nombres 1,2,...,n. Posons
Mpt1 = Mp4g = - - - = mp = 1 et admettons que les nombres m,, ms, ..., my
augmentent indéfiniment. On trouvera

oy ©g oy
1 .
'w———‘—fdty"°fdtngn(m+t1+tg+“' +tpllﬂ1, ‘l)g,.'.,ll)n)dtl
lm’oo-wpo o o

(14)

. @y .
hm Fn(wl_,-oo,'_p‘,ll)p-[-l,-..,“n).
My. .. My—>00 n mp

Si en particulier p = n, la limite au second membre est égale & la fonction
f(z); c’est ce qui résulte de 1’équation (29) paragraphe 22. On aura donc

1 1 1
fdtn‘ . °fdtg an.(x+m1 tl + W tg+‘ . -+amtnlm1, W2y 000y (On)dtl
0 0 0

(15) g

= ___('("n—_’"i:—’_l p(2)de.

25, Je vais donner une démonstration plus directe de cette relation remar-
quable. Reprenons la série qui entre dans ’expression de Fy(x; %) et con-
sidérons I'intégrale suivante
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f ff2¢(w+tl+ts+ At ) e 1ttt T D gy b dt,.

7 étant positif, on peut intégrer terme par terme. Cette intégrale est donc
égale &

@y '
Zf. . .fj o+ttt +tat a)e—ﬂ(ﬁ-t‘+§+...+¢,+9)dtl Aty diy
0 0

0

=j— ~ j fcp(w+t1+tz+---+t.,.)e""’+"+‘=+~°+‘~’dtldtzo..dtn

n—-l
f(n 1)1?’(w+t)e—v<w+odt

J (z—xi )' p(2)e ¥ dz,

Cela posé, remarquons que le polynome de Bernoulli satisfait a la relation*

J ffB(")(x+h+ts+ bt dby dty - Aty = ¥

@y oy -

On aura donc pour toute valeur positive de ¢
@y @

J Jfﬂr($+tn+tz+ ttn| @y, 0,00, 055 ) dbydts - dty

)y Wy -

» n—1 3 n—1

_((a;_—_g_)lT_ p(2)e*dz— (zn 2) o p(2)e Mde
(x—Z)”—l -’)‘d
=11 p(2)e z.

‘Acta Mathematica, vol. 43, p. 172.
“‘
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Faisons tendre 4 vers zéro. Puisque la fonction F% (z; ) tend uniformément
vers la limite F,(z) on trouvera

Oy

©g 1
m!dtﬂ...Jdt’ Aofli'n(it‘|'t1‘|‘t:+°'°‘|‘tn|“"1, Wy, ..., @y)dt

x

Esr @) a.

a

Cherchons maintenant & évaluer l'intégrale au premier membre de I'équation
(13). Je dis qu'on a

n—1

(16) LwlfFu(x“'tlwl, Wg, ...,y w”) dt =S(f¢(z)dz)ozé.mg‘
0 N ¢ )

Rappelons d’abord que cette équation est vraie dans le cas ol F), se réduit au
polynome de Bernoulli* c’est-a-dire que

oy

1 , _
_‘"—lf Bi")(x+t I @y Wy 00y “’n)dt = B:'n n(wl"’h Wy o0y “n)°
0
La fonction F, se développe de la maniére suivante

n—t R pA
B)"(h) (z—z)* 1

17 Fu(@t+h) = 2 — =151 P ds
B(ﬂ)
+v§ '(B(+(};: ) (z) + f ’(";;’:‘-”)' ™0 (x4 1) dt.

*Acta Mathematica, vol. 43, p. 171.
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Intégrons par rapport & %, on trouvera

n—1 go-» n—1—y

—%’:fF,,(x—&-hlml, vy w)dh =D = (a:—z) — p(2)dez

vy ! (n—
a

(18)
(n—l) n—l)
< V+” y m ” (— ) m+1

D’autre part, on a en vertu de 1’équation (17)

y= 7!

e n—1 n—2 B(,” 1) L \—2—v
Sw(e)%(}m“z =2 Ez__;) Y Y(z)dz
ag °

m+1 g_l._—nlil (n:l)
+2 Gra—m e )+f e D ymsa(eyat.

Si I'on pose en particulier

x

Y(z) = fw(z)dz

a

le second membre de I'équation (19) devient identique au second membre de
P’équation (18). L’équation (16) est par conséquent vraie. La valeur moyenne
de la fonction Fy (x| oy, v, ..., w,) dans un intervalle de longueur o, est
donc une fonction qui ne dépend pas de ;. Cette valeur moyenne est une
fonction symétrique des variables wy, wy, ..., @,. En rapprochant I'équation (16)
& P'équation (13) on voit qu’on aura

(20) m‘_)oS q>(z) A g = S (ftp (z)dz)“:;:’"z.
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En intégrant la fonction F), p fois de suite on trouve, en vertu de 1’équation(16),

J dtp - - fdtzfﬂt(z'*‘tl‘{'t?'l- +tplwl""27- ""n)dtl

p—1 W—p
_S(f(z t)l)' (p(t)dt) A e
TR

En rapprochant cette équation & I’équation (14) on voit que, si 'on fait tendre
les nombres w;, s, ..., wp Vers zéro, on trouvera

Qo (e—tf*
@1) Il&{ﬂh’oglp(z)m'é%‘z §(;I (p_l)_r(p(t)dt)“’ A-““’uz.

... p p+1

) @3+ Wp

En particulier si p = n, tous les nombres o, w;, ..., w, tendent vers zéro
et il vient
x

(22) lim S tp(z)w Z"&m 2= (z— )")'1 p(2)dz.

0. 0, —>0 = (n

a

26. Supposons que la fonction ¢ (x) admet, pour x=>b, des dérivées con-
tinues de tous les ordres et que

(23) lim 22+t (z) =0, siv>m.

T—> 0

Considérons les dérivées des fonctions G, (x) et F,,(x). Ces deux fonctions
admettent les développements

n (")

24) Gu(z)= 2

(»)
5o 9@+ f ( In Y cmin izt pyat,

m ”.B(,n) y B(mn) ”(—t)
@) Fu(e)= g @) + f RO TR ARSI CR DL
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ou
x

(w . z)n—l

S(z) = mfp(z)dz.

En dérivant par rapport & x on trouvera

n n) nn)
(26) dGn;x) ,; ;( ¢(v+1)(w)+ f En ( q,(m+2)( +t)dt

(n) (n) (_ )

m+n
(27) ana(:w) 2 f v+1\(x) + f __(_’%:;’:Fn___ ‘p(»n-z) (.’L‘ + t) dt

y=0 V'

parce que les deux derniéres intégrales convergent uniformément par rapport
4 2. D’autre part on aura en vertu de 1’équation (25)

x

n " B(") B(n) __
Sow b =2 it f Puial1) goin @ 4 O,

y=0

ot I'on a posé
X

Y(z) = %tp (2)dz.

a

En intégrant par partie on trouve, siv<n

¥*-0(z) f e v @dr——E— o +, (i—)"—"—;,w(zmz

(n— (n—

( — a)n—v

(n—v)'_ ¢(a) +f(y)(x)°

De plus on aura, siv=>n

PO(z) = fO ().
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Par conséquent

n B(n) n—1 (n) ( o wer—1
¥+ 1)) — ) z—a)
vﬁ___o [f l(x) 'p( (w)]—¢(a)20 ! (n—r—1)!
B(n)l("l? )
— @

Les équations (26) et (27) peuvent donc s’écrire comme il suit
n
(28) de"’(x} v x—Sw’(w) V z,
tD‘. .o 0)‘

- B(”)
(29) ——Sw(z) A z= Sw(z) A z+¢(a)—Ll))--

En dérivant de nouveau par rapport & = on trouvera

A (n)
< Sw(z) A z=——S¢<z> o 2D

(n

S, B (s—a) B” (z—a)
=§ (2) Az+¢() DT —+9 ()(—7:-7)!—.

En dérivant m + n fois on obtient

x

e ¢ e

(30) T aam (m+")(2) A z+ 2 ") a)

a

Mais le second membre peut se réduire. On a en effet

x

Sq)(nﬂ-n)(z) A 7= (——l);' 0y g mZg;""“"(z-}-Sl)

[T
BY (a:
+ J = ¢™ M (2) de.

a
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En intégrant par partie on trouve, en tenant compte de ’équation (23),

B(n) . (n) r—-
f n—l( ' ) (”‘+”)(z) dz = lim (P(m)(x) 2 ‘p(m+v)( ) —;—a)
J (n— ) T—>0 v=0 vl

L’équation (30) peut donc s’écrire comme il suit

m+n
TB@) — tim "(@) + (1) g on 2 9™ @ Q).

d.’l?m+” x—> 00

La série au second membre tend évidemment vers zéro quand x augmente
indéfiniment et " (x) tend vers une limite finie. De l'équation (28) on
déduit de méme que

dx™

den(x) _ S(p(’n) (.’L‘) % 2 = «p“'”(ﬂ-l—fi’é’”(—z) q;"”'“’(x-l—z)dz.
g o o Oy s

L’intégrale au dernier membre tend vers zéro quand 2~ . On voit donc que
les fonctions F,(x) et G, (x) admettent, pour x > b, des dérivées continues
de tous les ordres. En particulier les dérivées

F(m-i-n)( )et G(m)(x)

tendent vers des limites finies quand x augmente indéfiniment et les dérivées
d’ordre superieur & celle que nous venons d’indiquer tendent vers zéro quand
z—>00, Supposons maintenant que, quel que soit p, on sait trouver un entier
positif m tel que

lim 22 g™ (z) =0 si v >m.

xr—>0

Dans ces conditions il résulte de notre analyse qu'on a, quelque grand que
soit p,
lim z? GV (z) = 0,

T —>0

lim z2 F¥)(z) = 0,

r—>0

pourvu que » ait été choisi suffisamment grand. Par conséquent, si 1'on
applique, un nombre quelconque de fois, aux fonctions G, (x) et F;, () nos deux
opérations de sommation on arrive toujours & des expressions convergentes.
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90
217. Nous avons vu que

mvm (p(x)m vmx=‘p(x).

Considérons maintenant la somme de premiére espéce

S( %/ (p(x)) % x.

Cette somme est égale &
n n n
¢(-’E+S; m,+"’+3n(ﬂn) v r = v ¢(x) v x.
[T O . WOy @ .0 O

8,=1 §=-1
27" D)
=0  §=0
Mais la derniére expression est égale 2 la fonction ¢ ().

On aura donc
n n
V o) V z=¢(x).
@) .., @ .. @

Posons ¢ () = G4p(| 0, wsy ..., ®utp). On aura

n
P(x) = Gp(x|oy, 03, ..., 0p).

\%

(l)'+l. . .(1)'+u

Par copséquent
n
&= Guip(x|on, 03, ..., ontp).

\Y

SGP (] oy, sy v.y 0p)
ppye e Dpyy

Cette équation peut aussi s’écrire
n p+n
V x= V =
¢ (x)col. e Wpin

14
NPIERE
O 0y [ Oppyee Oppy

Considérons de méme la somme de seconde espéce

S ( A gv(z))m Aw z.
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Cette somme est égale &

x

(__l)n 8,=1 5 =1 . n
) Z e 2 (-—1)"1+"’+8"Sq)(z+ﬂ) A 2
Wy W Wy s, =0 8 =0 [CN S

a
( 1 )n s,=1 8 =1 Al n
=) ... —at T S
[N IR 7)) s,.2=’0 s,zo( ) [ = ‘p(z)mlém,,z
B(n) (x‘l' N—z
_f ”“1 1 ) p(2)dz
z

n n
= A p(z) A 2
@, .. 0, O, . 0,

(__l)n SEI .851(—1)81+.“+8 I’Bf:‘ll(w—a+ﬂ—z)

0’1 c Oy s=0 §=0 (n—l)! <P(a+z)¢lz.

Le premier terme dans le dernier membre est égal & ¢(x). Considérons le
second terme. On aura

j" B (z—a+8Q—z)

p(a+t2z)dz
$ (n—1)!
5l B (2 —a) ; (Qu— )V
=v=o v! (n—l_y)’,! ‘p(a+z)d2.
0

Soit f(x) une fonction telle que

fP(z) = p().

En intégrant par partie on trouvera

¢ p-1-v n—=1-V ~g
@Ef)_—’:)!—¢(a+2)dz=f(v)(a+a)_’§ ‘Q; FOH(q).

(n s!
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Mais la difference d’ordre n de la fonction 2* est nulle, si s <n, ¢’est-a-dire que

5,=1 =1
2 . 2 l)a,+a,+...+s,,as= 0, s<n.
3,=0 =0

En substituant les expressions précédentes on trouvera donc

o n ” ”_1B(n) _
Do) A r=g@—2— s A SO @

a

Mais puisque

1 1

1
=fdtn“'fdttf¢(a+ml tl+"’! t8+"'+¢0ntn)dtly
0 0

cette équation peut aussi s’écrire comme il suit
X
n ”n
S ( A <p(z)) A 2z
~ O . 0y [T

. 2 BP(x—a) » >
=9p@)—2 —lT!__‘fdtn"'f‘P(v)(a""ﬁhtx"'“'+"’nt»)dtl'
0 0

v=0
Posons ¢ (x) = F,(Z|wy, ws, -+, ws). On aura

?
Am F»(zlﬂn Tty Un) = Fn—p(zl”pﬂy sy "’n)'

Par conséquent

z
14

SFn—P(zI”H—l, ceey o) A e= F»(zl"’l: Wy, ey W)

. ... o,

»!

%<t BP (z—alwn,..., wp) [ :
- d ' fdtp":fﬁ‘g)(a‘i'wlt:"""'*'”rtp)dtx-
0 0

v=0
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En posant en particulier p = 1 on trouvera
z ato,
1
SFn—l(zlml, ey M—l)%z= Fn(ml Wyye00y ”ﬂ)_';;fpn(wl Oy 000y -»)dxc
- a

28. Considérons en second lien la somme

S(mémq’(Z) %Azm 2

En raisonnant comme nous venons de le faire on démontre que cette somme
est égale &

x

[g fp(z) A 2

n—lB(”) —a|2e,...,2
_ (= aI 01 “")fdt,. f«p(")(a-i-ﬂ;t:"l'""“"ﬂt")dt“

r=0

En tenant compte de I’equation (7ter):

(Tter) NZ}«, Stp(z)% ;_mz= Sfp(w)mﬁm z,

on trouvera donc la relation suivante

31) S( A w(z)) A z=S'P(w) V o
g0 oo 0 20;.. . 20, Wy, .. 0y
3 B (x—a|2ey, ..., 20,
_5 Bty ) Bu fdt,. f¢<'>(a+..t.+...+.,.t,.)d¢,.
=0

Remplacons dans cette équation la fonction ¢ (x) par la fonction
Fp(x|w, w9,...,0,) et rappelons la relation (15):
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1 1 1
n—.
(15) fdtn‘ . 'an (:L‘-I—ml tl + Wy tn) dt[ _‘f (x zl)' ‘P(Z)dz
0 0

Cette intégrale est une fonction de x qui s’annule dans le point x = a et
il en est de méme de ses dérivées des (n—1) premiers ordres. Le dernier
terme dans le second membre de I’équation (31) disparait donc et cette
équation prend la forme

n
32) SF,,(ZI 01y Oy eeey o) V 2= F (2|20, 205, ..., 2a),
(-),...m”

ou ce qui revient au méme

S(S«p(x) A x) Ve S"’(”E A, .

Soit » un entier < n. Par un raisonnement semblable on démontre la relation
plus générale

P
SF);($|(I)” Mgy soey (l)n) v X = El(xl 20’1, 2“79, ey 2(ﬂp, @p41y eooy w,.).

0. .(O,,

29. Considérons en dernier lieu la somme de seconde espéce

S( Y‘7 t;p(z))o A 2

Cette somme est égale &

x

% p(2) ’A' 2

@, .20,

W) e . B® (x—a+—z|2a 2m,)
_ z 1y eee ’
_2—,;2....2] a1 i g ake) de.

8,=0 8=0 )
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En tenant compte de ’équation (6 ter):

x

(6 ter) % qv(z) A 2= S«p(z) A z,

a

et en posant

A (x_z)ﬂ—l

f@) = (n—1)!

p(z)de,

on trouvera donc la relation suivante

S (0 Ym¢(5))2m '/_}2: = S (p(Z)w .Amz

=1 By g|2ay, ..., 20,) P
_2 14 ( | "’17 ’ M,) v f<")(a).
m‘...w,‘

y=0 »!

Remplagons dans cette équation la fonction ¢ (x) par la fonction
Gn(x|wy, 05, ..., @z); on trouve, aprés quelques réductions, la relation
suivante

x
n

Fn(.’ﬂl?ﬂl, 20’3, ooy 20);;) = SGn(ZI(ﬂl, Gy o0 0y m,.) A z

0. . .0,
a

nl B(”)(O'—alw Wy ooy Op)
+ 2= S (),

olt ’on a posé pour abréger

1 1 1
§(x) = fdtn . "fdtsfmz(a’+mltl+ wslyt- - + ontn| 20, 20y,...,20,) dt;.
0 0 0
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Et la valeur de cette intégrale se détermine par I'équation

1 1
fdtn“ 'an(w'f""ltl""""'l'wntn | 20y, . --,2“’%) dt,
1] (1}

= S( (w—Z))' q;(z)dz) %«. .

POLYNOMES DE BERNOULLI ET POLYNOMES D'EULER

30. Considérons A titre d’exemple le cas particulier ot la fonction ¢ () est
égale A ', » étant un entier non négatif. Les développements (24) et (25) se
réduisent & un nombre fini de termes car en prenant m = » le terme com-
plémentaire disparait. La somme de premitre espéce est donc égale & un
polynome d’Euler et la somme de seconde espéce s’exprime par un polynome
de Bernoulli. On peut vérifier ce résultat directement de la maniére suivante.
On aura pour toute valeur positive de ¢

e T
(1467 (14 e7%)... (147’

e 1%
(1—e M) (1—e 7). (1—e 7))’

2(_1 )81+8z+'“+0. Ity —

2 —n@+8)

les sommations étant étendues sur toutes les valeurs entiéres non négatives
de sy, 8,...,8,. En dérivant » fois par rapport & 5 on trouvera

(33) 2 (—1)rtat oy Qy et

e 1T

= e R e e

(34) 2(z+Q)yeiets)

— (—1yD <

T(1—e 1) (1—e1)...(1—e 1)’

La premiére série est donc une fonction de 4 qui est holomorphe dans le point
% = 0, mais la seconde série est une fonction de 5 qui admet le point y =0
comme pdle d’ordre » 4 ». Dans les seconds membres de ces deux équations
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figurent les fonctions génératrices des polynomes d’Euler et des polynomes de
Bernoulli. En développant suivant les puissances de # dans le second membre
de I’équation (33) on obtient

0 s
Golr 1, 0, ..oy oy 7) = (—1)'D) 2 (—1)’%E,‘"’<w>,
8= .

= E"(2) — L B\ () +- -

Faisons tendre y vers zéro, il vient
_ )
V 2= E}(x|a, o9, ..., 00).
C 0

Pour trouver la somme de seconde espéce il nous reste & déterminer la valeur
de l'intégrale qui figure dans I'expression de F, (x; 9):

B (z—2)

Fo(z;n) = — e dz4 (—1) 0y o0 0n (x4 ) e IEHD)
(1}

(n—1)!

On aura pour toute valeur positive de ¢

-]

1
v~z ¥l
fz e *dz = 'IV“.

0

Et le polynome de Bernoulli se développe de la maniére suivante:
D —1 D
B =) = B, ()= (" T 1) B, (@)
+( ) ’B(n)a(x)— '+(_1)n—1 z'll—l B(()n)(x).

Par conséquent

(2) — (
J 'B 1((1«"—) ) —‘r/zdz l)l—-l 1‘21( B”)(x) 8—1)
1! :
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En dérivant » fois par rapport & 5 on trouvera

—_— B(ﬂ)
f ;:(_xl)!z) e dz = —(—1)""D) 2(—1) (z) "

De méme, en développant le second membre de 1'équation (34) suivant les
puissances de % on obtient

(u)
mm--'UnZ(a:-l-ﬂ)"e"?“*'Q)=(__1)va 2( 1y =2 ( )

En substituant ces développements dans 1'expression de Fy,(x;9) on trouvera

B(n)
Fa(z;9) = (—1)*" D} 2( 1)’ ——— ()

La fonction F,(x;q) est donc holomorphe dans le point » = 0. Faisons
tendre % vers zéro, il vient

x

S B(;‘)n(xlwl""h H)“ﬂ)
x A x=
0

(r+1)(»+2)---(v+n)
En particulier, pour » = 0, on trouvera

o
n B, )(w—-alwl,wg,...,mn)
A z= ]

0. .. 0y ni

a
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